ALGEBRA LINEAR
CM 005 - Eng. Industrial Madereira

Professor:
Fernando de Avila Silva
Departamento de Matematica - UFPR

LISTA 5: Conjuntos L.I., L.D, geradores e bases

Esta lista est4 baseada nos exercicios do livro Algebra Linear com Amplica¢oes de Steven J. Leon.

Resolva os exercicios:
(Paginas: 96) 9,10,11,12,13
(Paginas: 105 - 106 ) TODOS
(P4ginas: 111 - 112) TODOS - EXCETO 0 16 -
(

Paginas: 118 - 119) TODOS - EXCETO 0 11 -



Algebra Linear com Aplicagoes

5 . .\ "
() {(x1, x2, x3)" | x5 =x1 + X2} ,
3 2 %
() {(xy, X2, x)" | x3 = x{ + x5}
3. Determine se cada conjunto a seguir € ou nao um subespago de R*™.
1) O conjunto de todas as matrizes diagonais 2 X 2.

(3
(b) O conjunto de todas as matrizes triangulares inferiores 2 X 2.
(¢) O conjunto de todas as matrizes A 2 X 2 taisque a, = I

(d) O conjunto de todas as matrizes B 2 X 2 tais que by, = 0.

(¢) O conjunto de todas as matrizes simétricas 2 X 2.

(f) O conjunto de todas as matrizes singulares 2 X 2.

4. Determine o nicleo de cada uma das matrizes a seguir.

2 1 1 2 =3 -1
WD w(L 2

I 3 —4 I [ =i &
| 2 -1 =1 @l 2 2 -3 1
1 -3 4 -1 -1 0 -5

5. Determine se cada conjunto a seguir € ou nao um subespaco de P,. (Cuidado!)
(a) O conjunto dos polindmios em P, de grau par.
(b) O conjunto dos polindmios de grau 3e
(¢) O conjunto dos polindmios p(x) em P, tais que p(0) = 0.

(d) O conjunto dos polindmios em P, que tém pelo menos uma raiz real. :
6. Determine se cada conjunto a seguir ¢ ou nao um subespaco de C[—1,1]. :

(a) O conjunto das fungoes fem C [~ 1, 1] tais f(— 1) = fU1). i

(b) O conjunto das fungdes impares em Cl—1,1] f

(¢) O conjunto das fungdes nio-decrescentes em [— 1, 1]. i

(d) O conjunto das fungoes fem C [—1, 1 taisf(—=1) =0ef(l) = 0.

(e) O conjunto das fungoes fem C [~ I, 1] tais f(—1) = 0ouf(l) = 0.

7. Mostre que C'[a, b] € um subespago de Cla, b].

8. SejaA um vetor particular em R Determine se cada conjunto a seguir € ou nao um subespaco de R™.

(a) S, ={B € R**?* | AB = BA} \

(b) S, = {B € R¥* | AB # BA}
(¢) S3 = {B € R*?| BA = 0}
9. Determine se cada conjunto a seguir € ou nao um conjuntc

SO0 w0

y gerador para R*.

o |(3)-0)- 0

o {(3)-(2)-(DF @ 1G)-C))

710. Quais dos conjuntos a seguir sao conjuntos geradores para R*? Justifique suas respostas.
(a) {(1,0,0)7, (0,1, D7, (1,0, )7} () {(1,0,0)7, (0, 1, DT, (1,0, D', (1.2, 3)7}
© 2.1, -2)7, (3,2, =27, (2,.2.07} (@ {2, 1.=-D". (=2, 1,27, 4.2, -4") |

(e) {(1.1,3)7.(0,2, H"} -

11. Sejam
-9

e s

(a) xX€e
(b) ye
Justifiqu
12. Quais d:
(a) {1¢
(c) {x-
3. Em R

Mostre ¢
14. SejaSo
conjuntc
15. Proveqi
16. SejaAu
(a) N(A
(b) A€
(¢) par
17. Sejam U
18. SejaSc
subespa
19. Sejam (

Mostre

INDI
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restringir a esp:
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¢Oes de somae
minimo, querel
no conjunto sa
rador minimo, «
introduzir os ¢t
dar a chave pa

Vamos con:

Seja S o subes)
res X, € X, jd ¢

(D

Qualquer com



tespaco de R272,

ostas.
gll,2,3)")
47

Espacos Vetoriais 97

(@) xe [{x,x,}]?
(b) ye [{x,,x,]}?
Justifique suas respostas.
12. Quais dos conjuntos a seguir
(@) {I,x? x2 =2}
, (© {x+2. x4+ 1,x2—1)
13. Em R***, sejam

sa0 conjuntos geradores para P,? Justifique suas respostas.
(b) {2, x%, x,2x + 3}
(d) {x+2,x>—1}

: 10 01
b”:(o o)' ol <0 0)

00 00
Ef"(l 0)‘ E33:<0 1)

Mostre que E,,, E\,, E,,, E,, geram R*2,
14. Seja S o espaco vetorial das seqiiéncias infinitas definido no Exercicio 15 da Secdo 1. Seja S, o
conjunto das seqiiéncias {«,} tais que a, — 0 quando n — eo. Mostre que S, é um subespago de S.
15. Prove que, se § é um subespaco de R', entdao S = {0} ou § = R'.
16. Seja A uma matriz n X n. Prove que as seguintes afirmagoes sio equivalentes:
(a) N(A) = {0});
(b) A ¢ invertivel;
(c) paracadab e R", osistema Ax = b tem uma dnica solugdo.

Il

17. SejamUeV subespacos de um espaco vetorial W. Prove que UM Vtambém é um subespaco de W.

18. Seja S o subespaco de R gerado por e, e seja 7 o subespaco de R gerado pore,. S U T é um
subespago de R*? Explique.

19. Sejam Ue V subespagos de um espaco vetorial W. Defina

U+V={z|z=u+v ondeuelUe ve V)
Mostre que U + V é um subespaco de W.

INDEPENDENCIA LINEAR

Nesta secao, vamos olhar mais de perto a estrutura de um espago vetorial. Para comecar, vamos nos
restringir a espagos vetoriais que podem ser gerados por um niimero finito de elementos. Cada vetor no
espaco pode ser construido a partir dos elementos nesse conjunto gerador, usando-se apenas as opera-
¢oes de soma e multiplicagdo por um escalar. E desejavel encontrar um conjunto gerador “minimo”. Por
minimo, queremos dizer um conjunto gerador sem elementos desnecessdrios (isto é, todos os elementos
10 conjunto sao necessdrios para se gerar o espago vetorial). Para ver como encontrar um conjunto ge-
rador minimo, € preciso considerar como os vetores no conjunto “dependem” um do outro. Vamos, entiio,
introduzir os conceitos de dependéncia linear e independéncia linear. Esses conceitos simples vao nos
dar a chave para entender a estrutura de espacos vetoriais.

Vamos considerar os seguintes vetores em R*:

1 —2 —1
X = — 5 X; = 3 y X3 = 3
2 1 8

Seja S o subespago de R* gerado por X, X,, X;. Observe que S pode ser representado, de fato., pelos veto-

' IeS X € Xo, Jd que X; pertence a0 espago gerado por X, e X,.

(1) X3:3XI+ZXZ

Qualquer combinacio linear de X, X,. X; pode ser reduzida a uma combinacio linear de X, € X,

.

1X) + 00Xy + a3Xs = @ 1X; + arX; + 33X, + 2x,)

= (a1 + 3a3)x) + (o + 223)x,
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