ALGEBRA LINEAR
CM 005 - Eng. Industrial Madereira

Professor:
Fernando de Avila Silva
Departamento de Matematica - UFPR

LISTA: Transformagdo Linear 1

Esta lista est4 baseada nos exercicios do livro Algebra Linear com Amplica¢oes de Steven J. Leon.

Resolva os exercicios:

(1) (Paginas: 135, 136, 137) TODOS, EXCETO 10,11,12,13.16



Transformacoes Lineares

e L(S) e L(S) é fechado sob a multiplicagio por escalar. Se w,, w, € L(5), existem vy,
) = w, e L(v,) = w,. Logo,

+Pg)(x)dx
W, + W, = L(v)) + L(va) = L(v; +V2)

)dx + ’/ 2(x) dx sob a soma.

) 1. Seja L a transformagdo linear de R” em R definida por

, . \'
L(x) = ( 0 )

ence ao niicleo de L se e somente se x, = 0. Logo, ker(L) € o subespa¢o unidimensional
jpore,. Um vetor y pertence a imagem de L s¢ ¢ somente se'y ¢ um multiplo de e,. Logo,

ﬁ/({'!

Cla, b] definido por
(a derivada de f)
paco unidimensional de R’ gerado por e,.

tD(f) + BD(g) 2. Seja L : R® — R’ a transformagdo linear definida por

L(x) = (x; + x2, X3 + x3)

abespaco de R* gerado por e, ¢ e..

minar esta se¢ao estudando o efei L), entdao

-anstormados no vetor
o vetor nulo de W, x4+ x=0 = Fi b A=

vel livre x, = a, obtemos

nucleo de ., denotado por ker(L), & X, = —a X, =a
(v) = i 3 L . , )
=gl er(L) é 0 subespaco unidimensional de R* de todos os vetores da forma a(l. I,1)
¢ seja S um subespaco de V. A im entdo x tem que ser da forma (a. 0, b)’, logo L(x) = (a, b)". E claro que L(S) = R".Como
subespaco S € o R inteiro, a imagem de L tem que ser todo o R’ [isto €, L(RY) = R’

para algum v € S}

:imagem de /. 113. Seja D: P, — P, o operador deriy ada, dado por
¢ D x)) = p'(
que ker(L) é um subespago de We (p(x) p'(x)

de W. Em particular, V)éums Como a derivada de

e D consiste em todos os polinémios de grau 0. Logo, ker(D) = P

3¢ . ’ . A .
inémio em P, ¢ um polindmio em P, temos que D(P,) = P..

§

ear e 5 € um subespago de V., e

e cada uma das aplicagdes seguintes é uma transformagdo linear de R* em R Descre
jcamente o que cada uma delas faz.

0 de E = (—x,, x,)’ (b) L(x) = —x ) () = (X2, xy)!
leo de L ¢ fechado sob as operagoe (1 1 X2) : () LX)} = (5,0
I, entdo i =3X (€) L(x) = xye
w = 0y ansformagio linear de R? em si mesmo definida por

L(X) = (x; coSa@ — X>sen@, X|sena + 1> cosa)’

X, X, e L(x) em coordenadas polares. Descreva geometricamente o efeito dessa trans-
0 linear.

=0y +0y =0
W W ] - > s = .
vetor fixo nao-nulo em R°. Uma aplicag¢do da forma

)W = [(v) para algum v € S. Parg L(x)=x+a

jada de rranslagdo. Mostre que uma translagao nao ¢ uma transformagao linear. llustre
camente o efeito de uma translagio.

(av)
se as transformacoes de R em R’ a seguir s3o ou nao lineares.
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(a) L(x) = (x, x3)" (b) L(x) = (0,0)
(¢) L(x) = (1+x,x) (d) L(x) = (x5, x; +x2)]

5. Determine se as transformagoes de R” em R* a seguir sao ou nao lineares.
(a) L(x) = (x;.x2. 1) (b) L(X) = (x;, x>, X, + 2x5)/
(¢) L(x) = (x;,0,0) (d) L(x) = (x;, x2.x] 4+ x3)

6. Determine se as transformagoes de R”*"em R"*" a seguir s30 ou nao lineares.
(a) L(A) =2A (b) L(A)= A’
(c) L(A)y=A+1 (d) L(A)=A — A’

7. Determine se as transformagoes de P, em P a seguir sdo ou ndo lineares.
(a) L(p(x)) =xp(x)
(b) L(p(x)) = x>+ p(x)
(c) L(p(x)) = p(x)+xp(x) + x*p'(x)

8. Para cada f e C[0, 1], defina L(f) = F. onde

F(x)= [, f()dt 0<x<l

IA

9. Determine se as transformagoes de C[0, 1] em R' a seguir sa0 ou nao lineares.

(a) L(f) = f(0) (b) L(f) =|f(0)]
1/2
(© L(f)=Lf(O)+ f(1)]/2 () L(f) = I_[“]|f(,\-)|:dx]

I

L(a)v) +ayva + -+ - + V)

o=

=, L(v)) + o L(v))+ -+ a,L(v,)

ares de V em um espaco vetorial W. Mostre que, se

et S

Ly(v;) = La(v;)

1

para cada i = 1, ..., n, entdo L, = L, [isto é, mostre que L,(v) = L,(v) para todo V&
12. Seja L uma transformacao linear de R' em R' e sejaa = L(1). Mostre que L(x) = ax
€ R '

L', n = 1 da seguinte maneira:
L'=L
L¥*'(v) = L(L*(v)) paratodov €V
Mostre que L" é um operador linear para todo n = 1.

14. Sejam L,: U — Ve L,: V— W transformagoes lineares e seja L = L, o L, a transfon
nida por

L(u) = Ly(L;(w))

parau € U. Mostre que L é uma transformac@o linear de U em W.

(a) L(x) = (x3, X2, X3 )’
(b) L(X) = (x;, X3, 0)7
(¢) L(x) = (x;,x1,x))] .
16. Seja S o subespago de R* gerado por e, e e,. Para cada um dos operadores lineares g
15, determine L(S). ;
17. Determine o nicleo e a imagem de cada uma das transformagoes lineares de P; emé
seguir.

(a) L(p(x)) =xp'(x)

Mostre que L é uma transformacdo linear de C[0, 1] em C[0, 1]. Depois, encontre L(g

10. Se L ¢ uma transformacio linear de V em W, use indugido matemdtica para provar gi

11. Seja {v,. .... v,} uma base para um espago vetorial V e sejam L, e L, duas transformi

13. Seja L um operador linear de um espago vetorial V nele mesmo. Defina, por recursaog

15. Determine o nticleo e a imagem de cada uma das transformagoes lineares de R® em#

X)) = p(x) —
i(x)) = p(0)x +
V — W um trans
da por L '(T), ¢ de

L (T)€éums
ormacao linea
s distintos v,,
S€ e somente se

fador linear L : V

or.

operadores no

no espago ¢
vertivel, enta
ador derivac

em P, é sobre
P, € injetora,

SENTAC,
mos que cada

Sta secao, m
e

ue qualquer ¢
uma matriz.

e L é uma trai



Transformacoes Lineares

= (0, 0)’

= (x5, 0, + x5)!

) = p(x) — p'(x)

ix)) = p(0)x + p(1)

= Wum transformagao linear e seja T um subespago de W. A imagem inversa de T,
@por L '(7), é definida por

*UIr S30 ou ndo lineares

a Seguir sao ou nao lineare
s ‘ 7

=A |

guIr sdo ou nao line

S.

L™(T)=({veVI|L(v)eT}

que L '(7) € um subespago de V.

msformacio linear L : V — W é dita injetora se L(v,) = L(V,) implica que v v, (1sto €,
distintos v,, v, € V ndo podem ser levados no mesmo vetor w € W). Mostre que [
se e somente se ker(L) = {0,}.

or linear L - V — W é dito sobrejetor se L(V) = W. Mostre que o operador L : R* — R

dares.

L(x) = (x;, x; + x2, X, +x2 + x3)

O<x <]

3 operadores no Exercicio 15 sao injetores? Quais sao sobrejetores?

Ilem C[0, 1]. D
5 - LJCPOIS, encontre
uma matriz 2 < 2 e seja L, o operador definido por

A seguir sao ou nao lineares

= | f(0)]
L.\(X) = AX

rl o
1o Lf ) dx
1ducdo matematica p R? no espaco coluna de A:
invertivel, entdo L, ¢é sobrejetora de R* em R”.
operador derivada em P, ¢ scja

S={pe Py p) =0}

ara provar qui
lv", ‘
vt a,L(v,)
que:

P;em P, é sobrejetora, mas ndo € injetora;
— P, é injetora, mas nao € sobrejetora.

Vesejam L, e 1, duas transform;

")
. L,(v) para todo v &
1= L(1). Mostre que L(x) = qxp

que L, (v)

RESENTACAO MATRICIAL DE TRANSFORMACOES
EARES

le mesmo. Defing. por recursae 0
’

1 amos que cada matriz A m X n define uma transformagao linear L, de R"em R" dada

todov e}
‘ La(xX) = AX

Nesta se¢o, mostraremos que a cada transformacao linear L de R em R" existe uma

utal que

esesejal = L, o L, a transforma
) L(x) = AX
-de Uem W €m, que qualqugropcmdor linear agindo entre espagos vetoriais de dimensao finita pode
For ) por uma matriz.
sformagdes lineares de R* em B3 Fr ’

m

11 Se L é uma transformagdo linear de R" em R", entdo existe uma matriz A m > n lal

um dos operadores lineares no LX) = A%
f X ‘ R, De fato, o j-ésimo vetor coluna da matriz A é dado por
stormagoes lineares de

: e P, em Pl )
: a,=L() j=12...., n

i Paraj = 1, ..., n, defina



