ALGEBRA LINEAR
CM 005 - Eng. Industrial Madereira

Professor:
Fernando de Avila Silva
Departamento de Matematica - UFPR

LISTA: Autovalores e Autovetores

Esta lista est4 baseada nos exercicios do livro Algebra Linear com Amplica¢oes de Steven J. Leon.

Resolva os exercicios:

(1) (Paginas: 217, 218,219) 1,2,3,8,9,11,13,25
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Autovalores 217

Teorema 6.1.17. Sejam A e B matrizes n X n. Se B é semelhante a A, entdo as duas matrizes tém o

Demonstrac@o. Vamos denotar por p,(x) e p,(x) os polindmios caracteristicos de A ¢ B, respective{,men—

mais de n — 2 elementos diago- 2.5 B é semelhante a A, existe uma matriz invertivel S tal que B = §™'AS. Temos, entdo,

iente do termo de maior graude

pp(A) =det(B — Al)
=det(S'AS — AI)
=det(S7'(A — A)S)
=det(S~!) det(A — A7) det(S)
=pad)

{sautovalores da matriz sdo as raizes do polindmio caracteristico. Como as duas matrizes t€ém o mesmo
plindmio caracteristico, elas t€m que ter os mesmos autovalores. : O
2 1 53

r=(55) ¢ 5=(3)

Efécil ver que os autovalores de 7's@o A, = 2 e A, = 3. Definindo A = § 'TS, os autovalores de A
devem ser iguais aos de 7.

EXEMPLO 6. Sejam

A— 2 =3 2 1 53y (-1 =2
-3 5 0 3 3 24 6 6
Deixamos a cargo do leitor a verificacio de que os autovalores dessa matriz so A, = 2 e A, = 3.
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|ercicios

1. Encontre os autovalores e os auto-espagos correspondentes de cada uma das matrizes a seguir.
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2. Mostre que os autovalores de uma matriz triangular s@o os elementos diagonais da
3. Seja A uma matriz n X n. Mostre que A € singular se e somente se A = 0 € um autoya
4. Seja A uma matriz invertivel e seja A um autovalor de A. Mostre que 1/A é um autovalo
5. Seja A um autovalor de A e seja X uma autovetor associado. Use indug@o matematica
trar que A™ € um autovalor de A™ e que x € um autovetor de A™ associaco a A™ para m
6. Uma matriz A n X n é dita idempotente se A> = A. Mostre que, se A é um autovalor &
matriz idempotente, entdo A tem que ser igualaOoua 1.
7. Uma matriz A n X n é dita nilpotente se A* = O para algum inteiro positivo k. Mostreg
__ os autovalores de uma matriz nilpotente sdo nulos.
8. Seja A uma matriz n X ne seja B = A — al, onde « é um escalar. Qual a relag@o entrel
 valores de A e de B? Explique.
9. Mostre que A e A” tém os mesmos autovalores. Elas tém necessariamente 0s mesmo
 res? Explique.
10, Mostre que a matriz

[ cosf —senb

~ \senf  cos6
vai ter autovalores complexos se 9 néo for um miltiplo de 7. Interprete esse resultado
camente.

(11, Seja A uma matriz 2 X 2. Se tr(A) = 8 e det(4) = 12 , quais sdo os autovalores de A - 0 e (a)
12. Seja A = (a;) uma matriz n X n com autovalores A,, ..., A,. Mostre que ‘ i carag

Aj =aj; ai; — A i=1,... g 4
j iy F;( i —M) para j=1,....n matriz C é chamad
N | 3, Seja A uma matriz 2 X 2 e seja p(A) = A? + bA + ¢ o polindmio caracteristico de A.
b = —tr(A) e que ¢ = det(A). . Fove isso da seguint
14. Seja A um autovalor nao-nulo de A e seja x um autovetor associado. Mostre que A : A
‘ um autovetor associado a A param = 1, 2, .... :
\15. Seja A uma matriz n X n e seja A um autovalor de A. Se A — A/ tem posto k, qual
do auto-espago associado a A7 Explique.
16. Seja A uma matriz n X n. Mestre que um vetor x em R" é um autovetor de A se ¢ 501
subespaco S de R” gerado por X e Ax tem dimensédo 1.
17. Sejam @ = a + bie 3 = ¢ + di escalares complexos e sejam A e B matrizes com
reais. : o inducdo m:
(a) Mostre que {
a+tp=a+p ap=ap
(b) Mostre que os elementos (i, j) de AB ede A B sdo iguais e, portanto, que
AB=AB
18. Sejam x,, ..., X, autovetores de uma matriz A n X n e seja S o subespago de R" ger:
., X,. Mostre que S € invariante sob A (isto é, mosire que Ax € S sempre que X ¢
19, Seja B = S7'AS e seja x um autovetor de B associado a um autovalor A. Mostre
autovetor de A associado a A. :
20. Mostre que, se duas matrizes A e B tém um autovetor em X em comum {(mas no neces
autovalor em comum), entZo x é também um autovetor de qualquer matriz da forma
21. Seja A uma matriz n X n e seja A um autovalor de A. Mostre que, se X é um auto

a A, entdo X pertence ao espago coluna de A. \
22. Seja {u,, u,, ..., u,} uma base ortonormal para R" e sejam A, ..., A, escalares. Def

como usé-li
amos come

A =2 uuf + 2wl + -+ Auu’

Mostre que A é uma matriz simétrica com autovalores A, A,, ..., A, € que u; é um a
ciado a A, para cada i.




Autovaiores

Ima matriz tal que a soma de cada uma de suas colunas € igual a uma constante fixa 8.
gue 6 € um autovalor de A.
€ A, autovalores distintos de A. Seja x um autovetor de A associado a A, e seja y um

Use induc¢Zo matem4ti de AT associado a A,. Mostre que X e y sdo ortogonais.

{" associado a A™ para

um autovalor ndo-nulo de AB, entdo também é um autovalor de BA;
= 0 é um autovalor de AB, entdo A = 0 também € um autovalor de BA.

nieiro positivo k. Mostre gugt Ve alie nZo existem matrizes A e B n X n tais que AB — BA = I.

; - [Sugestao: veja os Exercicios 8 e 25.]
alar. Qual a relagdo eﬁ = (—1)"A" — g, A" _... = a,A — g,) um polindmio de grau n = 1 e seja
ssariamente 0s mesmos!ae Ui Guy - @y G

1 o --- 0 O
C= 0 1 0 0
0 o --- 1 0

nterprete esse resulta tre que, se A, € uma raiz de p(A) = 0, entfo A, é um autovalor de C com autovetor asso-

dox = (A, A2, ., A, D

se 0 item (a) para mostrar que, se p(A) tem raizes distintas A,, A, ..., A,, entdo p(A) é o
omio caracteristico de C.

30 os autovalores de
lostre que

I,...,n

C € chamada de matriz companheira de p(A).
10 caracteristico de A. M tado dado no Exercicio 27(b) € vélido mesmo que as raizes de p(A) ndo sejam distintas.
1550 da seguinte maneira:

ja

\/ tem posto %, qual T a—'f; C(I)l ‘S)
‘ Dp(3) =
autovetor de A se e :
0 0 e 1 =2

se induciio matemadtica para mostrar que

B

§ ¢, portanto, que

det(Dp(A)) = (—=1)" (@A™ + @u_i A" + -+« + aid + ao)
) Mostre que

det(C — AI) = (G, — M)(=2)"" = det(D, 5) = p(})

bespaco de R” gerad
§ sempre que X € )

1m (mas nio necessans < ém um papel importante na solugdo de sistemas de equagdes diferenciais lineares. Nesta
‘matriz da forma C . nCial
', € X € um autovetor. , slantes. Vamos comecar considerando sistemas de equagdes de primeira ordem da forma

/ y ),
Yi = anu¥y + apys + -+ + Gy

Y2 = @uyi + 0ny: + -+ ayy,

b4

=

y,, = Gn )1 + anr Y2 S T QpnYn



