ALGEBRA LINEAR
CM 005 - Eng. Industrial Madereira

Professor:
Fernando de Avila Silva
Departamento de Matematica - UFPR

LISTA: Diagonalizacdo

Esta lista est4 baseada nos exercicios do livro Algebra Linear com Amplica¢oes de Steven J. Leon.

Resolva os exercicios:

(1) (Paginas: 239, 240, 241, 242) 1,2,3,7,8,11,18
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Autovalores
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2, Para cada uma das matrizes no Exercicio 1, use a fatoragdo XDX ™' para calcular A%
3. Para cada uma das matrizes invertiveis no Exercicio 1, use a fatoragdo XDX ' para cal¢
4. Para cada uma das matrizes a seguir, encontre uma matriz B tal que B> = A.

9 -5 3

<a)A=(_§ _}) ®a=[o 4 3
0 0 1

5. Seja A uma matriz diagonalizdvel n X n com matriz diagonalizante X. Mostre que a

(X" diagonaliza A. A
6. Seja A uma matriz diagonalizdvel cujos autovalores s3o iguais a 1 ou a — 1. Mostre qu
7. Mostre que qualquer matriz 3 X 3 da forma

ndo € diagonalizavel.
8. Para cada uma das matrizes a seguir, encontre todos os valores possiveis do escalai
com que a matriz ndo seja diagonalizdvel ou mostre que ndo existe tal valor.

1 0
(a) 1 0 (b)
0 «

2
() (d)
1

9. Seja A uma matriz 4 X 4 e seja A um autovalor de multiplicidade 3. Se A — Al temp
diagonalizavel? Explique.
10. Seja A uma matriz n X n com autovalores reais positivos A; > A, > ... > A,. Sejax
associado a A; paracadaiesejax = ax, + ... + ,X,.

(a) Mostre que A™X = Za,l;"x,- ;
i=1

(b) Se A, = 1, mostre que lim A"X = @X,.

m—yoo
11. Seja A uma matriz n X n com um autovalor A de multiplicidade n. Mostre que A é di
se e somente se A = Al
12. Mostre que uma matriz nilpotente ndo-nula néo é diagonalizavel.
13. Seja A uma matriz diagonalizdvel com matriz diagonalizante X. Mostre que 0s Vel
de X associados aos autovalores ndo-nulos de A formam uma base para R(A). :




Autovalores

4. Segue do Exercicio 13 que, para uma matriz diagonalizdvel, o nimero de autovalores nao-nulos
(contados de acordo com suas multiplicidades) € igual ao posto da matriz. D& um exemplo de
uma matriz nao diagonalizdvel cujo posto n@o € igual ao nimero de autovalores ndo-nulos.
Seja A uma matriz n X n e seja A um autovalor de A cujo auto-espago tem dimensao k, onde | <
k < n. Qualquer base {x,, ..., X,} para o auto-espago pode ser estendida a uma base {x,, ..., x,,
X115 --» X, } para R". Sejam X = (x,, ..., X,) e B = X 1AX.

(a) Mostre que B é da forma
‘xl B
0 By
onde / é a matriz identidade k X k.
(b) UseoTeorema 6.1.1 para mostrar que A € um autovalor de A com multiplicidade pelo menos .
Sejam x e y vetores ndo-nulos em R, n = 2, e seja A = xy’. Mostre que:
(a) Zero é um autovalor de A com n — 1 autovetores linearmente independentes e, portanto,

tem multiplicidade pelo menos n — 1 (ver Exercicio 15);
(b) O outro autovalor de A é

para calcular A°®.
‘@0 XDX ' para calcular
:B2=A.

M=trA=x"y

e x é um autovetor associado a A,;
(c) SeA, = x'y # 0, entdo A é diagonalizdvel.
Seja A uma matriz diagonalizavel n X n. Prove que, se B é uma matriz semelhante a A, entdo B
¢ diagonalizavel.
. Mostre que, se A e B sdo duas matrizes n X ncom a mesma matriz diagonalizante X, entdo AB = BA.
19. A cidade de Mawtookit mantém uma populagdo constante de 300.000 pessoas. Uma pesquisa
em ciéncia politica estimou que existem na cidade 150.000 independentes, 90.000 democratas e
60.000 republicanos.” Estimou-se, também, que, a cada ano, 20% dos independentes tornam-se
democratas e 10% tornam-se republicanos. Analogamente, 20% dos democratas tornam-se in-
dependentes e 10% tornam-se republicanos, enquanto 10% dos republicanos viram democratas
e 10% tornam-se independentes a cada ano. Seja '

X. Mostre que a matriz

1a —1. Mostre que A~! -

ssiveis do escalar a que f

tal valor. 150. 000

x= | 90.000
60. 000

e seja x" um vetor representando o nimero de pessoas em cada grupo ap6s | ano.

(a) Encontre uma matriz A tal que Ax = x.

(b) Mostreque A, =1,0,A, =0,5e A, =0, 7 530 os autovalores de A e fatore A em um produto
XDX™', onde D é diagonal.

(c) Qual grupo deverd dominar a longo prazo? Justifique sua resposta calculando lim A"x.

20. Na Aplicacgdo 1, suponha que existem inicialmente p mulheres casadas e 10.000 — p mulheres
solteiras ou divorciadas, onde 0 = p = 10.000. Determine quantas mulheres casadas e quantas
solteiras ou divorciadas deverdo existir a longo prazo. Sua resposta depende de p? Explique.

. Use a definicio de exponencial de uma matriz para calcular ¢! para cada uma das matrizes a seguir.

1 1 1 1
oa-(11)  wan( ) ,

Se A — Al'tem posto 1,

.. > A,. Seja x; 0 autove

istre que A € diagonaliz4

stre que os vetores colun
ara R(A).

tados Unidos, existem apenas dois grandes partidos, o Partido Democrata e o Partido Republicano; eieitores de outros partidos, bem peque-
sdio chamados de independentes. (N. 7.)
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22. Calcule ¢* para cada uma das matrizes a seguir.

w3 =] 3 4
(a)A:( p 3) (b)A=<_2 _3)

11
© A=|-1 -1 =1
111

primento de um vet

eniéncia, denotare

23. Resolva o problema de valor inicial Y’ = AY, Y(0) = Y, em cada um dos itens seg
culando 'Y,
ledo. Seja Vum esp.

(a) A = ((]) :f) , Y, = ( i )  condigoes:
2 3 —4 f > =0cais
b A= _; ) Yo=| , <z, w> = (w, z
<az + Bw,u> =

1 1 1 1

c)A=]10 0 1}, Yo=11 Ve que, para um p
0 0 -1 1 as modificagdes a
1 1 1 1 BINos reais na Seg
(d) A= 1 0 11, Y, = , vamos lembrar ¢

‘munido de um p:

24. Seja A um autovalor de uma matriz A n X n e seja X um autovetor associado a A. Mi
¢ um autovalor de ¢* e que x é um autovetor associado a e*. :

25. Mostre que ¢ é invertivel para toda matriz diagonalizdvel A.

26. Seja A uma matriz diagonalizdvel com polinémio caracteristico

p(A) =a A" + A" 4t ay
(a) Se D é uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo os autovalores de A, m de um espaco comy
p(D)=a;D"+a, D" +---+a,, ] =0

(b) Mostre que p(A) = O. i
(c) Mostre que, se a,,, # 0, entdo A é invertivel e A™' = g(A) para algum polindmiog
menor do que n.

Ci:

MATRIZES AUTO-ADJUNTAS

Vamos denotar por C" o espaco vetorial de todas as n-uplas de nimeros complexos. O con
niimeros complexos serd o nosso corpo de escalares. J4 vimos que uma matriz A com todos
tos reais pode ter autovalores e autovetores complexos. Vamos estudar nesta se¢do matriz
mentos complexos e considerar os andlogos complexos de matrizes simétricas e ortogonais.

s definir um prox

em C". Deixamos
torial complexo
do do produto i
-Qe transpor ao e

PRODUTOS INTERNOS COMPLEXOS

Se @ = a + bi é um escalar complexo, o comprimento de « é dado por

la| = Vaa = a? + b?



