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e Nesta lista de exercicios ha problemas algébricos e também de modelagem matemaédtica. Em ambas situagoes
0 objetivo é recordar e aprofundar o que foi visto no ensino médio a respeito de funcoes. Alguns topicos
mais diretamente relacionados ao assunto serao também trabalhados

e Quando julgar necessario, utilize uma calculadora, um computador, ou mesmo uma planilha, para fazer
estimativas que deem a vocé uma ideia numeérica.

e Matematica é algo que também se aprende junto com outras pessoas. Por isso, discuta em grupo, pesquise
e debata suas ideias com os colegas.

e Mais importante que conseguir resolver uma questao é pensar e refletir sobre ela.
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. Converta de graus para radianos:
(a) 30° (b) 10°  (c) 45° (d) 135°  (e) 170°
(f) 270°  (g) 15°  (h) 700° (i) 1080°  (j) 36°

Converta de radianos para graus:
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. Considere um triangulo com lados a, b e ¢, onde os angulos opostos a estes lados sao A, B e C, respectivamente.

Prove a lei dos senos onde: R R R
senA senB sen(C

a b c
(Dica: Calcule a area deste tridangulo considerando cada um dos lados como a base. Estas serao todas iguais.)

. Considere um triangulo ABC', com lados a, b e ¢ e angulo # como mostra a figura.

Com base nele, prove a lei dos cossenos:

a2 =b? + ¢ — 2bccos b,

(Dica: use o Teorema de Pitdgoras.)



5. Deduza formulas em termos de sen 8 e cos 8 de:

(a) sen30  (b) cos30  (c) cos4f  (d) sen4d

6. Prove as seguintes identidades trigonométricas
(a) 1+ tg?t =sec?t
(b) 1+ cotg?t = cossec?t
(c) sen(a +b) = senacosb + senbcosa
(

d) cos(a £ b) = cosacosb F senasenb

tga+tgb
tg(a+b) = 22T 80
(€) tela +b) = T b
(f) cos20 = cos?0 —sen? 0 = 2cos? — 1 =1 —2sen?d
1- 2
(g) senzﬁz%e
(h) COSQHZw

7. Utilize o que foi verificado no exercicio anterior para mostrar que:
(a) send sen ¢ = [cos(6 — @) — cos(6 + ¢)]
(b) cos B cos ¢ = F[cos(0 — @) + cos(f + ¢)]
(c) senfcos ¢ = L[sen(6 + @) + sen(d — ¢)]
(d) sen + sen ¢ = 2sen (@) cos (
(e) senf — sen ¢ = 2 cos (9-&%#) sen (9_7‘75>
(f) cos @ + cos ¢ = 2 cos (#) Cos (0;)

2
(g) cosf — cos p = —2sen (#) sen (%)

8. Mostre que sen 31° 4 sen 29° = sen 89°.

9. Resolva:
(a) 2cos’z + 3 = 5cosx (b) cos 7z = cos 3x
(c) sen 22+ cosz =0 (d) sen 3z — 2 sen 2z +sen x =0

10. Sem utilizar calculadora, complete a seguinte tabela, marcando 3 quando a funcao nao estiver definida.
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sen 0
cos 6
tan 6
sec
cotg 6
cossec 0
11. Qual é a diferenca entre senz?, sen?z e sen(senz)? Expresse cada uma das trés funcoes em forma de com-
posicao.
12. Expresse as seguintes fungdes em termos de sen 6 e cos 6
(a) tg 6 (b) COSZg (c) Senzg (d) cossecgg (e) cotgzg



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Se os angulos de um triangulo medem z, = + 1 e x 4+ 2 (em radianos), encontre x.

A seguir temos o triangulo ABC, onde AB=BC =CA=2e¢ AM = MC.

B
B
A8 [ c
M
Com base nele, encontre:
(a) O comprimento BM (b) 6 e 5 em radianos.

(c) sen @, cosB, sen 3, cos B3, tg e tg S.

Dado um triangulo ABC, se C = /2 e A= E, encontre A em radianos e calcule cos X, sen A e tg A (Dicas:
Aqui A representa o angulo no vértice A, B o dngulo no vértice B, e C representa o dngulo no vértice C. Faga
um desenho.)
Calcule os seguintes valores das fungoes em cada angulo. (Dica: Use identidades trigonométricas.)

(a) sen(§ + %) (b) cos(§ + 7) (c) cos(5 + m)

(d) sen(3m) + cos(3m) (e) sen({5)

Em ¢ = 0 dois carros se encontram na interseccao de duas estradas retas, com velocidades constantes v e v,
que formam um angulo 6.

(a) Qual é a distancia entre os carros ¢ horas depois deles passarem pelo cruzamento?
(b) Calcule a distancia entre os carros 1 hora apds passarem pelo cruzamento se:
(()vi=ved=7% (i) vy =vo el =7
(iii) vy =v2 e 6 =0 (iv)v1 =212 e0 =%
Dadas as fungdes f e g a seguir, obtenha fog e go f e seus respectivos dominios de definicao:
(a) f(z) =v9—922 e g(x)=cotgu.
() f(z) =cosz e g(x)=+1—422

Encontre fungoes f e g de modo que a fungao h possa ser escrita como h = f o g. Nem f nem g devem ser a
funcao identidade.

(a) h(z) = sen 2z (b) h(x) = sen 22

(c) h(z) =sen’®x (d)h(x) = sen(cos x)
(e) h(z) = sen? 3z (f) h(x) = |senz|

(g) h(z) = cos|z| (h) h(x) = tan(z? + 1)
() h(z) = voouz () hlx) = 2comecs

(k) h(x) = 3sen®x +senx + 1 (1) h(z) = sen(cos? x)

Dizer como as funcdes f(z) = 22, g(x) = 4% e h(z) = tgx devem ser compostas para que se obtenha a funcio
h(z) = 487",

Calcular o periodo das funcoes
(a) tgdx (b) sen(z?) (c) tg(Fx).
(d) cos(3z?) (e) cossec(T+/T) (f) cotg(7Bx) (onde B > 0).



22. Esboce o gréafico das seguintes funcoes, identificando cuidadosamente as amplitudes e periodos. Nao use calcu-
ladora grafica ou computador.

(a) y =3senx (b) y = 3sen2z (¢) y = —3sen 26.
(d) y =4cos2x (e) y = 4cos(1t) (f) y=5—sen2t
23. Relacione as fungoes abaixo com os graficos da figura, explicando os por qués.
(a) y =2cos(t — §) (b) y = 2cost (c) y=2cos(t + Z).
y
2
-— f(?)
<+~ g(t)
21rt
<~— h(t)
-2

24. Nos itens a seguir, encontre uma possivel formula para cada grafico

(a) 2 (®) 4y- (c) s
87
x 2 5.3 T
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a) Usando uma calculadora grafica, ou um computador, encontre o periodo de 2sen 3t + 3 cos t.
)

(
25. (b) Qual é o periodo de sen3t? E de cost?
(c) Use a resposta da parte (b) para justificar sua resposta da parte (a).
26. (a) Usando uma calculadora grafica, ou um computador, encontre o periodo de 2sen 4z + 3 cos 2z. (b) Determine

27. Se m e n sdo dois numeros naturais, obtenha o perfodo da fungao cos(mzx) + sen(nx).

28. Defina e trace o grafico das inversas das seguintes restrigdes principais de fungdes trigonométricas (nao dé
resultados aproximados):
(a) cos: [0,7] = [—1,1] (b) cotg :]0, 7[— IR
(c) sec: [0, [U]5, 7] = [, +o00[U] — 0o, —1]
(d) cossec : [—F,0[U]0, §] =] — o0, 1]U]1, 00]

29. Calcule:



30.
31.

32.

33.

34.

a) arcsen 3 b) arccos 3 c) arctg 1 d) arctg /3
e) arcsen \/5 f) arccos ‘[ g) arctg 0 h) arcsen 1
i) arcsen0 j) arccos 1 k) arccos0 1) arccotg(—1)

( ( (
( ( (
( ( (
(m) arctg(—1) (n) arccotg /3 (p) arcsec /2
( ( (
( ( (

q) arccossec(—ggﬁ) r) arcsec(—ggﬁ) s) arccotg( \f) t) arcsec(—1)
3
u) arccossec 1 v) arcsec 2 W) arccossec 2 x) arcsen(—5")
Prove que sen : [—7, §] — IR é estritamente crescente.
4 : T T
Prove que tgx é estritamente crescente em | — oh 5[
Para simplificar a expressao cos(arcsen z), comecamos colocando 6 = arcsen x, com as restrigoes

<46

IA

T
— —1<z<1.
5 e <zx<

ol 3

Como sen @ = z, pela definicao de arcsen, podemos construir um triangulo retangulo e calcular o terceiro lado
pelo Teorema de Pitagoras:

1—2x2

Observe que cos(arcsenx) é cosf. Desta forma, o desenho nos mostra que:

cos(arcsenz) = \/1 — 22

Usando uma idéia semelhante a essa, simplifique e calcule:

(a) cos(arcsen x) (b) sen(arccos x) (c) cos(arctg x)
(d) cos(arcsec ) (e) tg(arccos ) (f) sen(arccos 1)
(g) cos(arcsen %) (h) tg(arccos0)
Assumindo que z > 0, simplifique as fungoes abaixo eliminando as fungoes trigonométricas de suas expressoes.
(a) f(x) = tg(arcsec z). (b) g(x) = sec(arcsen ). (¢c) h(x) = cos(arccossec x).
(d) m(z) = sen(arccossec x). (e) n(z) = sen(arctg x). (f) ¢(x) = cossec(arccossec ).
(g) O(x) = tg(arccotg x). (h) a(x) = sec(arccotg x). (i) A(z) = sen(arccotg x).

Assumindo que z € (0, 1), simplifique as fungdes abaixo eliminando as fungoes trigonométricas de suas ex-
pressoes.

(a) fo(z) = sen(arccos ). (b) fi(x) = cos(arccos ). (¢) fa(x) = cos(2arccos x).
(d) fa(z) = COS(3 arccos ). (e) fa(x) = cos(4arccos x).
Respostas:
1 (a) (©) () % (8) 75 (i) 6
®) 75 @ 05 ) 0T



2.

(a) 3900° (b) 90° (c) 540°

5. (a) sen30 = 3senf — 4sen? 0.

(b) cos 30 = 4cos® 0 — 3cosb.

9. (a) x = 2km, k € Z.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(b) x = kn/2 oux = kn/5, k € Z.

(d) 5°

(e) 1800°

(c) cos40 = 8cos* O + 8cos? 0 + 1.
(d) sen 460 = 4sen @ cos® 6 — 4sen> 6 cos 6.

(c)xz:l:g—l—leoux:%+2kﬂoux:—%+2lm,kEZ.

(d)a::2k7roux:7r+2k7rou:r::i:g—l-QkTr,k:EZ.

(f) 270°

9 0 m s s us 27 3T o 3T 107
s |13 2 3|2 |71 |2| %
senf | 0 1 @ @ 1 ﬁ Q 0 —Q -1 _é
2 2 2 2 2 2 2
V3 V2|1 1 V2 V2 1
CoS T 1 > | 5 3 0 —3 —5 -1 5 0 3
tand | 0 ? 1 V3 A —vV3 ] -1 0 1 # -3
sec 1 2\3/3 V2 2 ? -2 V2 | 1| —v2 | 3 2
cotgd | B | V3 1 @ 3 —ﬁ -1 3 1 7 —ﬁ
3 3 3
cossec | B 2 V2 2\3/3 1 2\3/3 V2 Al —v2 | -1 _2\3/3
se f(x) =senz e g(x) = 22, entdo senz? = f(g(x)), sen?z = g(f(x)) e sen(senz) = f(f(z)).
sen 0 1—cosf 1+ cosf
) cost © =5 ©) T cost
1+ cos6 2
(b) 2 (d) 1—cosf
Tr = g — 1.
(a) V3
<mezge5:%
(c) senf = \ég,cosﬁ = %,senﬁ = %,cosﬁ = ?,tg@ =3,tgf = @
~ T ~ V2 V2
A= 1 cos A = T,SenA =5 tgA=1
2-3
(c) 0 (e) =



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

29.

(a) ty/v? + vZ — 2v v cos b.

(b) (i) vy. (i) v2 — V2v;. (iii) 0. (iv) V/3vs.

(8) (f 0 9)(x) = 3y/1— cotgZa, Dom(f o g) = Ll[z+ﬂmyiw+nﬂ}

neL

(g0 f)(w) = cotg(3V1 — a2), Dom(go f) = (~1,1)

() (f 09)(e) = cos(vT = 12), Dom(F o9) = | 5]
(go f)(x) =+v1—4cos?x, Dom(go f) = LEJZ [g + nm,

( (

( (

() (i) f(z) = vz, g(x) = senz

(d) f(z) =senzx, g(xr) = cosx (j) f(x) =2% g(x) = cossecx

(e) f(x) = 22, g(x) = sen 3z (k) f(x) =322+ +1 g(x) =senx
(f) f(z) = |z|, g(x) =senx () f(z) =senz g(x) = cos®z
p=gohof

(a) % (c) 4. (e) Nao é periddica.
(b) Nao é periddica. (d) Nao é periddica. (f) %

(a) P=2m, A=3 (c)P=m, A=3 (e) P=8m, A=4
(by P=m, A=3 (dyP=m, A=14 f)P=m A=1
(a) A(t). (b) f(#). (c) g(t).

(a) f(xz) =2sen (%) (f) f(z) = 3sen (%x)

(b) f(z) =2+ 2sen (Z)

T

(c) f(x) =5cos (5)
(d) f(z) = —4sen(22)

(e) f(x) = —8cos (%) (h) f(z) = 3sen < 9 )

(a) O periodo é 2.

2
(b) O perfodo de sen 3t é % e de cost é 2m.
(¢) O periodo de 2sen 3t + 3cost é 27 pois este é 0 menor nimero positivo multiplo de ?ﬂ e 2.

(a) O periodo é .

T
(b) O periodo de sen4z é 5 € de cos2x é w. Logo o periodo de 2sen4x 4 3 cos2x é o menor nimero positivo

s
multiplo de 5 e, que é 7.

2M
O periodo é il
mn

, onde M = mmc(m,n).



(a) % 1) % R (@) -5 v) 5

(b) 3. (8) 0. (m) -7 () %” (w) =
m (h) 5 T - T

(c) % 0 02 (n) gﬂ (s) -3 (x) -3

(d) 3 (G) 0 (0) % (t) m.

(&) T () 3 ®) - (w) 3.

. Se temos 0, ¢ € [—g,g} com 6 > ¢, entdao 0 + ¢ € |—m,m[ e 0 — ¢ € |0,7]. Assim, como senf — sen ¢ =

2 cos <0—;¢> sen <9;¢>, coS <0—'2_¢> > 0 e sen (6;¢> > 0, temos que senf — sen¢ > 0, ou seja,

sen f > sen ¢. Portanto a funcao é estritamente crescente.

. Se temos 6, ¢ € }—g, g [ com 6 > ¢, entdao 6 — ¢ € |0, 7[. Além disso, temos que:

tgf —tgp = (1+tgbtge)tg(6— o)
_ <1+sen08engb> sen (6 — @)

cosfcos¢p ) cos (0 — @)
_ (1408 (0 — @) — cosBcos g sen (6 — @)
- ( " cos 6 cos ¢ ) cos (0 — ¢)

cos (0 — ¢) sen (0 — ¢)
cosf cos ¢ cos (0 — ¢)
_ sen 0 — o)

cos 6 cos ¢

com sen (6 — ¢) > 0, cosf > 0 e cos¢p > 0. Logo tgf —tg ¢ > 0 e a fungao é estritamente crescente.

. (a) cos (arcsenx) = V1 — a2 (¢) tg (arccos z) = V1—a?
sen (arccos z) = V1 — 2 *
(b) ( ) ! (f) sen (arccos1) =0
(¢) cos (arctgz) = 1 V3
241 (g) cos (arcsen 2> =
(d) cos (arcsecx) = - (h) tg (arccos0) = oo
(&) fl@) = va? =1 (@) mia) = (8) () = -
x) = ! T )
(b) g(z) Tk () n(z) = S (h) a(z) = x+1
e — 1
(©) hia) = ¥ 1 (®) 6la) = = 0@ = T
(a) fo(z) = V1 — 22 (d) f3(z) = 423 — 3.
(b) fi(z) ==
(c) fa(x) =222 -1 (e) fa(z) = 8z* — 8z% + 1.



