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Algumas Notacdes

e Nocdes da
Teorla dos Conjuntos

-

0.1. SIMBOLOS
Vamos usar os simbolos %, 3 =——=> e¢ <= com os seguintes signifi-
cados: : : : :
a) v qua]quer que s¢ja” ou “para tudu';:
b) 3 “existe™

c) f—.-“ tmpllm ou “acarreta” ou “se..., entdo...”"; _
d) <=>: “¢ equivalente a” ou “s¢, e somente se” ou possui o significado de uma

dupla implicagdo (== e —).

Os simbolos ¥ e 3 sio chamados de quantificadores universal e existencial,
respectivamente.

0.2. NOTACOES

Sejam A e B partes de um conjunto E, chamado universo. Vamos usar as.
seguintes notag¢des:

¢ = conjunto vazio
a € A (1é-se: “a pertence a A”) se a é elemento de A4;
a A (lése: “a no pérteuce a A”) se a ndo é elemento de A;

A C B (lése: “A contido em B”) quando A ¢é subconjunto ou parte de B,
isto-€, quando todo elemento de 4 € elemento de B;

A B (lé-se: “A ndo contido em B”) a negagio de A C B;
AU B(lése:“AuB”)= (xEE Ix€A ouxEB}=reunidode 4 e B;
A N B (lése: “A inter B”) = (x EE |x € A e x € B}= intersecgdo de A4 e B;
A i B (1é-se “A menosB”) = (x€EE |xEAdex ¢B}= diferenca entre A e B;
Se A C B, indica-se com 15
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CB.A (Eé:se complementar de 4 com relagdo a B) =B — A;
No caso em que A C B = E = universo usa-se a notagao mais simples
Ca=£-4
O conjunto cujos elementos s30 4, b, c, ..., r, s serd indicado com a notagao

| {a, b,c,.., rs}

_A551m {1, 2,3,4,5)} re;:resenta o conjunto cujos etementos sdo 1,2,3,4¢5.

0.3. NOGAO DE VARIAVEL

Chama-se varidgvel ou elemento genénco do conjunto 4 um simbolo que

- representa indistintamente um elemento qualquer do conjunto. Um elemento a

de 4 é denominado um valor da varisvel.

Exempfo

Se 4= {5, 2 1, 8,20}, escrevemos x € A para dizer que x é varidvel em A, e
isto significa que x pode assumir um dos valores 5, 2, 1, 8 ou 20.

A igualdade x = =y significa que x e y de51gnarn 0 mesmo, elementu Se é
falso que X =y, escreve-se x ¥ . :

0.4. SUBCONJUNTO DEFINIDO POR UMA PROPRIEDADE

Seja &x) uma sentenca ou assercao que contém a varidvel x do con]unto A,
Ela se dc:ﬁomma uma propriedade do elemento genérico de 4 quando P x) admite,
para cada valor da varidvel, exclusivamente o valor verdadeiro ou o valor falso, sem
nenhuma outra-possibilidade (ou seja, exclui- -se a possibilidade d¢ FYx) admitir os
dois valores a0 mesmo tempo).

Exemplo 1
Se A= 11,2,3,5,8}, asentenga Px): x < 3 é uma propriedade a3 ele-

‘mento genérico x € A4, pois x < 3 admite, para cada x de A, exclusivamente o

valor verdadeiro ou o valor falso. De fato P(1) e P(2) sdo verdadeiras e P(3),-
P(5) e P(8) sdo falsas
Exemp;_"a 2

Se A = {-2,-1,0, 1,2}, a assergdo P(x): x* = I é uma propriedade do
elemento genérico x € 4, pois A-1) e P(1) sdo verdadeiras e P~ 2) P(0) e
A(2) sdo falsas, sem outras alternativas.

Exemplo 3

Se A = {1, 2}, asentenga P(x): x*> = -] €é uma propriedade do elemento
genérico x de A4 pois P(1) e A(2) sdo ambas falsas.



Uma propriedade P(x) do elemento genérico x de 4 determina uma parte
de A, precisamente a parte B formada pelos elementos x de A4 tais que P(x) é
verdadeira, e escreve-se:

={x€A|Px)}
(Lé-se: “conjunto dos x € A4 tais que P(x) é verdadeira”.)
Se ndo existe x € A tal que P/x) seja verdadeira, diz-se qué 0 cdnjuntu
- {x € A | P(x)} é vazio, isto é, ¢ um conjunto que ndo contém nenhum elemento.

Admitimos que o conjunto vazio € unico e estd contldn em qualquer outro con-
junto. Vamos indici-lo com a letra ¢.

Exemplo 4
Seja A = {1, 2, 3}. Temos:

a) B= {x€A4|x=>2} = {2,3}
b)B= x€A|x*>1} = 4
c)B= {x€A|x>3} = ¢

0.5. PRODUTO CARTESIANO

Dados dois elementos distintos a e b sabemos que {a, b} = {b, a}, isto €,
num conjunto, a ordem dos elementos que nele comparecem nao € levada em
consideragao. Queremos construir com & € b um novo objeto matemaitico em que
a ordem desses elementos seja levada em conta e que, por isso, serd denominado-
par ordenado. :

Par Ordenado

Chama-se par ordenado de primeiro elemento a e segundo elemento b, e
indica-se com (a, b) o conjunto {{a}, {a, b}}, ou seja, (g, b) = {a}, {a, b}}.
E facil provar a seguinte propriedade:
(a, b}={c, d}%‘?af—'_f e b=d

 PRODUTO CARTESIANO

Dados dois conjuntos ndo vazios, 4 e B, o conjunto

AxB={(a,b)| a€4 ¢ b € B}

!

¢ chamado produto cartesiano de A pur B (A x B 1é- s “A cartesmnn B ou “A4.
vezes B”), Se A ou B ¢ vazio, definimos :

AxB=¢
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Exeﬁ*rpa"a 1 |
Se A = {1} e B= {2}, temos
AxB={(1,2)}
Bx A= {2,1)}

~ Por este exemplo vé-se que o produto cartesiano ndo €, em geral, comuta-
tivo. Temos que A x B =B x A se A =B ou se um dos fatores é vazio.

Exemplo 2
T Sed= {0, 2} eB = {1, 3}, temos
- AxB= {0,1),(0,3),(2,1),(2, 3)}
Exemplo 3
Se A= {¢, a b}eB= {9, a;, temos
AxB={(¢,9),(s,9),(a, 9),(a, a), (b, ¢), (b, a)}



Os Conjuntos N, Z e Q.

O Conjunto IR dos Numeros Reais.
As Proprledades de Corpo Ordenado e
Completo. Representacdo Geométrica de

R e IR*= RxIR. Sobre uma Construcéo de IR

1. INTRODUGAO

Comecemos fazendo referéncia aos conjuntos:

N = {i ,2,3,4,..} - — conjunto dos nimeros naturais

Z. = {0,1,2,3,..} — conjunto dos niimeros inteiros nd@o negativos
Z_ = {0, -1 -2,-3,..} — conjunto dos nimeros inteiros ndo positivos
=72,V Z. | — conjunto dos nimeros inteiros (relativos)
Q =l-§ |\PEZ qEL,q+# 0}— conjunto dos niimeros racionais (relativos)

)
Vamios falar sobre N o essencial para por em evidéncia o-Principio de Indu-
¢do Finita. Os outros conjuntos Z e Q sdo supostos conhecidos. '

Em seguida, faremos uma apresentagdo axiomética do conjunto R dos nu-
meros reais. Como ndo é uma teoria construtiva, ndo se diz o que ¢ um numero
real. O que se faz é dizer que R é um conjunto de nimeros que satisfaz a tais
e tais propriedades que sio os axiomas. Estabeleceremos um elenco minimo
de axiomas que os elementos de R devem satisfazer, de modo que esse elenco
caracterize R, ou seja, todo conjunto numérico que satisfaz a todos os axiomas
¢ R e um conjunto numéncn que nﬁo satisfaca a algum dos axiomas ndo pode
ser R. -

Este método de introduzir R tem a vantagem de poupar-nos tempo e por em
evidéncia o elenco de axiomas que R deve satisfazer. Por outro lado, este processo

coloca-nos uma divida: Serd que nao existe mais de um objeto satisfazendo a tais

axiomas? Ou seja, serd que ndo existem virios modelos para nossa teoria? A res-
posta é afirmativa — existem varios modelos que satisfazem ao elenco de axiomas.
Este fato, entretanto, ndo é uma desvantagem: Os virios modelos nada mais so .
do que maneiras diferentes de fazer a “construgdo” do conjunto numérico que sa-
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tisfaz aos axiomas. Os varios modelos sdo-distintos em sua natureza, mas sio iguais
sob os aspectos seguintes: '

a) do ponto de vista algébrico (referente as operacoes algébricas);

b) do ponto de vista da relagio de ordem (<; e

¢) do ponto de vista topolégico (completividade).

Também fazemos uma representagio geométrica do conjunto R e também
de R? = R x R, pois é importante ter uma imagem geométrica dos niimeros reais
como pontos de uma reta e dos elementos de R? como pontos de um plano.

Para finalizar, fazemos um esbd&;u rapido de um dos modelos possiveis de R
que ¢ feito mediante sua representigdo decimal, para ndo deixar no leitor o receio
de ndo ter nenhuma idéia do que possa ser um namero real. .

1.2 O CONJUNTO N DOS NUMEROS NATURAIS

O conjunto N ¢ bisico para e estudo de todos os outros conjuntos de niime-
ros. Historicamente, foram, os primeiros niimeros que os homens tiveram necessi-
dade de usar e surgiram com a necessidade de contagem dos elementos de um con-

~junto. A teoria destes niimeros pode ser feita adotando como primitivos os trés

conceitos:

a) conjunto; :

b) elemento unidade (indicado com o simbolo 1):

¢) sucessor de um elemento n (indicado com n + 1)
e um sistema de cinco axiomas devidos ao matematico italiano Giuseppe Peano.
Nao desenvolveremos essa teoria, mas observaremos que, entre os axiomas, o 59
¢ muito importante, porque d4 origem a um tipo de demonstracdo que é muito
usada em Matemética — a demonstragdo por indugdo finita. Vamos dar um enun-
ciado desse axioma que é 0 que mais se presta para as nossas necessidades e que é
conhecido como Principio de Indugdo Finita. |

Principio de Inducso Finitd (P.I.F.)

Se uma propriedade P/n), do elemento genérico n €N satisfaz as condigdes:

a) P(1) é verdadeira;
b) P(k) verdadeira ==> P(k + 1) verdadeira;

entdo, P(n) é verdadeira para todo n € N.

Convém tomar muito cuidado com este enunciado. Observe que temos duas
condi¢des a serem verificadas: em a) devemos ter que A1) é verdadeira e,em b),,
se vocé supde A k) verdadeira, entdo vocé ter4 de provar que A’k + 1) também o é.
Exemplo 1

Prove, por indugdo finita, que a seguinte igualdade é verdadeira:



nfn+1)

Pm):1+2+34+ _+n= >
Prova. Temos:

a) Fazendo-se n = 1, obtemos:

L. 1(1+1)
Al): 1= 5

ou seja, 1=1
e P(1) é obviamente verdadeira.
 b) Supondo P(k) verdadeira, isto ¢,

o kk+1)

Plk):1+2+..+ 5

provemos que ela é veidaq:leira para k + 1. De fato,
Lr2F L FEkE KT D)= +2% 450D K+ ]D=
Usando a hipotese de indugdo que P(k) é verdadeira

=Kk+1) _ k(D42 (k+1) _ tk+1)(k+2)

3 +(k+1) 5 3

Portanto, obtivemos

(k+1)(k+2)
2

que é exatamente P(k + 1), ou seja, P(k + 1) é verdadeira.

1+2+ . +k+(k+1)=

Logo, a propriedade é verdadeira para todon €N. [c.q.d.]

Exempfa 2

Provar, por indugdo finita, que a seguinte propriedade é verdadeiras

2 _ nn+1)(2n+1)

Pn): 1* +2* +32 +, +n <

Prova

a) Paran = 1, devemos ter

1'5'(1): 12 1(1+ lg(2+ 1)
ou seja,
2-3
2 —] = —
1 L= 6
e P(1) é verdadeira
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- b) Admitindo-se a propriedade verdadeira paran = k

k(k+1)(2k+1)
6
devemos prové-la paran =k + 1. De fato, temos

P(k): 12 +22 +3% + . +k* =

12422 4324+ k2 + (k+1)*=(12+22 +32 + _+k¥)+(k+ 1) =
T e 23 DU
k(k+1)(2k+1)+6(k + 1)
6
(k+ 1) (2k® + Tk + 6)
6
Observando que
U2 +Th+6=2(k+2)(k+ %) = (k+2)(2k +3)
vird '
12+2%2 + . +k2+(k+1) = Lk l)(k;Z)(Zk+3)
que é exatamente Pk + 1), isto &, P(k + 1) é verdadeira.
Logo, pelo P.I.F., P(n) é verdadeira para todo n € N. [c.q.d.]

Observacdes:

1. Num exame superficial da questio de inducdo o leitor pode ficar tentado a desprezar a

condi¢cdo a). Contudo, ela € indispensavel, como se depreende do seguinte exemplo. Seja
a propriedade

Pnj:n=n+1
Supondo-a verdadeira para um natural k, tem-se
k+1=(k+1)+1
ou seja, ela é verdadeira para k + 1.

Seria, entdo, vilida para todos os naturais, isto ¢, todos os naturais seriam iguais entre
si. Este absurdo decorre do fato de se ter dispensado a), pois ¢ falso que P¢1) € verdadeira.

2. Indugdo Vulgar. Alguns alunos algumas vezes sio levados a realizar um raciocinio do se-
guinte tipo: Determinada propriedade Pfn) acaba sendo aceita como verdadeira para to-
do n € N simplesmente pelo fato de ser vilida para alguns valores particulares-de n. Isto
pode conduzir-nos a sérios erros.



Exemplo 1
Seja a fungdo
y:zanI +1.nEN
‘Temos
p=l=>y=22 +1=214+1=3
n=2=—>y=22"+1=2241=5
n=3=>y=2224+1=2+1=17
Observa-se que os niimeros y encontrados sdo nimeros primos. O matem4-
tico francés Pierre Fermat (1601-1665) admitiu que isso fosse verdade para todo
nimero natural. Esta indugdo é falsa, mas foram precisos muitos anos para que o

matemﬂtlcu suico Leonhard Euler (1707-1783) chegasse a provar que, paran = 6,
y= 22 + 1 é divisivel por 641 (ndo é pnmo)

Exemplo 2

Seja a fungdo
.

_ : y=n? - n+41
n=1=—>y=41
n=2=—= y=43
n=3==> y=47
Observe que os nimeros y sdo primos. Na verdade, obtemos nimeros primos para
n desde 1 até 40 inclusive. Entretanto, admitir que y é primo para todo n €N é
falso, pois para n =41 temos
y=(41)* —41 +41=(41)?

isto é, para n =41, y ndo é primo!

1.3. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Prove por indugdo finita que:
a) 1+3+5+ . 4(2n — 1) =n?;
1 1 1
b}1+2.-1 +22+. +E""--2 EfT;r
c) 1¥4+ﬁ+...+2n—n[n+l];

13423433+ _apde Bt
4 -
n
e) (@+b)" = Z(“) atPyP

pP=0 P
f) n(n+1) (n+2) édivisivel por 6:

23
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T g W - F = "

g — + + PO B = ;
5 1*2- 2+3 "3+4 nfn+1) n+1 \
BB 0
h) 3 ¢ inteiro e impar; : .
3 "5 t T n+1 nin + 2)
+ + & =
D177 T T 3T Tt 2 T 1)

2. Verifique se sdo verdadeiras ou falsas as'a._f'm_naqﬁes:
a) y=n"+n+5 éprimo, paratodon EN.
3. 38 n
2

b) y= _Z + —“3+3 épﬁfnn,;ia:atudnnEN.

3. Ache o erro: “Todos os nimeros naturais s3o iguais entre s.”
Demonstragao:

a) 1=1 .
b) Supﬂnhamus que todos os naturais até k qmam iguais entre si, Entido JL k - 1. Logo,

k+1= k-D+1=k%

. como k € igual a todos os menores do que ele, o mesmo amntecc comk + 1. Portanto,
a propriedade é verdadeira para todos os nimeros naturais.

1.4. PROPRIEDADES ALGEBRICAS DO CONJUNTO R

De inicio aceitamos a existéncia de um conjunto R, cujos elementos sdo
chamados nimeros reais e com pelo menos dois elementos. Em R estdo definidas
duas operag¢des internas:

® Adigdo. A cada par (g, b} de nimeros reais associamos um nimero real s que € cha-
mado somadeaebe mdlcado pora + b.

® Multiplicagdo. A cada par (a, b) de nimeros reais associamos um numero real p
chamado produto de g e b e indicado por g * b ou ab. '

Propriedades das Operacdes

P, Lei associativa da adi;,_-&‘o
¥a b, cER fatb)tc=a+(b+c)

P2. Lei comutativa da adi;c'cfo
Ya beER atb=b+a

P3. Existéncia do elemento neutro da adigdo 0 (zero)
Existe 0 € R, tal que
Ya€ER, at0=a



P4,

Existéncia do oposto

Todo nimero real a tem oposto, indicado por -a, tal que .

a+(-a)=
P5.  Lei associativa da multiplicagdo
Va, b",cER' ' (ab)c = afbc)
P6. Lei comutativa da multiplicacdo
¥a beER - ab=ba
P7. Existéncia do elemento neutro da multiplicagdo 1 (um)
Existe 1 €R, tal que '
Va€ER, : : a*1=a
P8. Existéncia do reciproco (ou inverso) _
Todo niimero real 2 # 0 tem reciproco, mdlcado por a~', ou 1/a, tal que
a- al—l (uua-lfa-l] ' '
P9. Lei df#rrsztriva da multiplicagao em réfa;:ﬁo a adigcdo _:
Va b,cER a(b+c)=ab +ac
Dbserua{:aes

1. Outros cun_]untos numericos apresentam-se tamhcm munidos das nperac;ﬂes de adlr,;aﬂ e

. multiplicagdo, satisfazendo s nove propriedades anteriormente referidas, Por Bxemplo
o conjunto Q dos nimeros racionais e o conjunto C dos niimeros comple:ms

2. Um conjunto numérico que satisfaz aos nove axiomas anteriores ¢ denominado um corpo.

Portanto, relativamente is opera¢des algébricas de adigdo e multiplicacio, R ¢ um corpo.
Conforme cltamus também Q e C o sdo.

1.5. ALGUMAS PROPHIEDADES QUE SE DEDUZEM DAS
PROPRIEDADES DE CORPO

1.00 (zeru) é Unico.

Prova, Suporﬂmos que existam dois elementus neutros para a adlg:au 0 e 0. Terfa-

 mos

0@‘4@ +[]\;;ﬁ

0 ¢ neutro (P2) 0’ é neutro
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2. O elemento 1 (um) é tinico. Demonstra-se de forma inteiramente analoga
a anterior. '

3. Para todoa€R temosa - 0= 0.
Haw Temos:
a-ﬂ;a*({]f.%a-ﬂw*ﬂ_
P3) ° (P9)

Portanto,
a*0=a*0+a-0 [c.a.d.}

Somando-se -a.0, oposto de a.0, a ambos os membros da relagdo anterior, vem
-2.0+a0=(-2.0+4.0)+2.0
donde por (P4) se obtém
| 0=a.0 _ [c.q.d.]

4. Se a e b s3o numeros reais, tais que
ab =0, entdo,a =0 ou b=0

Prova. Se a # 0, por (P8) existe @', logo, multiplicando-se ambos os membros de
ab=0pora™! vem ' :
| a-‘(ab)=a~' - 0=0 (por 3)
Pela propriedade (P5):
| (a=' ~a)p=0
ou seja,

1-b=0.0=0

" Analogamente, prova-se que, se b #0, entio @ =0. [c.qd.]

1.6. A RELACAO DE ORDEM EM R .

Em R est4 definida uma relagdo de ordem total < (menor do que ou igual
a), isto é, uma relag@o que satisfaz as propriedades:

" P.10. Quaisquer que sejam os niimeros reais a e b tem-se sempre:

ill_ a<b ou a =b;
iiysea<b.e a =b == g =) (anti-simétrica);
iii)sea<b e b<¢ = => g<c (transitiva).



A seguir, temos mais duas propriedades que tratam da compatibilidade da
relagio de ordem com as operagdes de adi¢do e de multiplicagdo.

P11. Compatibilidade com a adigdo
"¥Mab,cER, se a<b=—>a+c<b+c

P12. Compatibilidade com a multiplicacao .
¥a b, cER, se a<be 0<¢c =>ac<bc

Um conjunto numérico que possui duas operagoes, adiqﬁo e. multiplicagdo,
satisfazendo as nove propriedades anteriores (de P1 até P9) e uma relagdo de
ordem com as trés propriedades P10, P11 e P12 é chamado um corpo ordenado.
Portanto, R é um corpo ordenado. Um outro exemplo de corpo ordenado € o con-
junto Q dos numeros racionais. O mesmo nao acontece, entretanto, com o con-
junto C dos numeros complexos: E possfvel colocar uma ordem em C, mas € im-
possivel torné-la compativel com as operagSes de adi¢do e multiplicag3o.

Se a, b € R o significado de
a<b seri a<b e a¥#b

Daremos também os significados habituais para =e >, isto é,se a, b €ER

a=b. et b g
a>hb < p<a

1.7. PROPRIEDADES USUAIS DAS DESIGUALDADES

Vamos ver como através dos doze axiomas podemos obter algumas proprie-
dades das desigualdades.
1.¥ xER:x< 0 <> 0< —x
Prova (==>). Se x < 0, somando-se o oposto de x, isto €, -x (por P4),
obtemos por aplicagdo de P11 | .
x+(-x)<0+(-x)

Aplicando-se P4 e P3, vem
0< —x

(<<=) Reciprocamente, se 0 < —x, somando-se x que € 0 oposto de —x

(P4) a ambos os membros obteremos, por aplicagdo de P11,
0+x<(-x)+x
Novamente por P4 e P3, vem
x<0 [c.q.d.]
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2.Sea>0e b =0, entdo, ab >0.
Prova. Sea > 0,entdo,0< g ;sendo 0 < b, podemos aplicar P12), obtendo-se
| 0-b<ab
Mas O « b = 0, conforme j4 prmramqs em 3, do item 1.5; logo,
0< ab
_ [c.q.d.]
3.S¢e a<bec<d entio,a+c<b+d

Prova. Sendo por hip6tese
as<b e c¢<d

somando ¢ a ambos os membros da 12 desigualdade (por Pl 1) e b a ambos os
membros da 22 (por P11) vem
. a+csb+c

| b+c< b+d
donde, por iii) de P10, :
' atc<b+d
4. Sea<b e ¢c<0, entdo, ac = bc.

Prova. De fato, por hipé6tese, temos
a<b epor 1 deste item-0< - ¢; logo, por P12.

a(—c)< b(~c)

ou ;
—ac < —bc

Snmam:_lc_i ac + bc a ambos os 'mq:mbms, por P11, vem

_ —ac +(ac + bc)< —be + (ac + be)
donde por P1, P4 e P2 s
| be < ac ou ac = be [c.q.d.]

1.8. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. (Lei do Cancelamento da Multlpilcan;io} Para quaisquer g, b, c €R, seab =acea #0 =>
==b=c.

2. Prove por indugio finita que ¥ n EN
a) 2" >1+n; |
b) (Desigualdade de Bernoulli). Se x ER e x 2-1 (1+x)" >1+nx
28 3. Prove que, para todo x ER, tem-se x>0,



4. Demonstre que:

a) 1> 0;
b]Seaébec?d entan g—¢ % bwd:

¢) Se0 <a <p ﬁ??}F;

d) Sea > 1,entdo, a°> > a;

e) Se0 < a < 1, entdo, a° < a;

f) Se0 < g < b, entdo, a* < b*;

g) Sea =20e b =0 e a® <b? entio;a <b.

5. Se 0 < a < b, entdo
+ b
a.}:z“f.ml < b:

b)a{\z'ab < b:
c) Vab < d;b -

6. Demonstre por indugdo finita que, para todo n €N, se tem:

a)ysea >1,4" >1;
b)se 0 <a <1,qd" <1.

7. Sendoa e b niimeros reais quaisquer, mostre que g° < b> <a<b

1.9.' 0 AXIOMA DO SUPREMO (OU AXIOMA DA
COMPLETIVIDADE). EXISTENCIA DE RAIZ
QUADRADA. O CORPO ORDENADO R

Chegamos agora a um ponto critico da exposi¢do das pmpncdades de R.:
Até aqui dissemos que R é um corpo ordenado, mas o conjunto Q também o é,
ou seja, ambos verificam os doze axiomas, de P1 a P12. Com isso, conseguimos - .
descartar o conjunto C, porque ele ndo é um corpo ordenado. Porém, com os doze
axiomas, ndo conseguimos o que queriamos, isto €, caracterizar o conjunto R, pois .
eles sdo verificados também por Q. Resta expor somente mais uma propriedade
(139 axioma) que R possui e.que o diferencia de Q. Por sua simplicidade, essa
propriedade poderé parecer pouco original aos incautos; todavia, exigiu da Mate-
mdtica mais- de vinte séculos de evolugdo. Foi batizada com o nome de Axioma do
Supremo ou Axioma da Completividade.

Antes de apresentannus 0 Ax:oma da Completividade precisamos de algu
mas defini¢Ges.

No que segue A #¢ € um subconjunto de R.
Definigdo 1 Conjunto Majorado

Diz-se que 4 é majuradn (ou limitado superiormente) quandu exisle YER,

tal que .
1 a<y, Va€A : - 29
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O nimero y é chamado um majorante de A. E claro que 'tndo Yy > yé
também majorante de A.

Definicdo 2 Conjunto Minorado

Diz-se que 4 6 mmnrado (ou lmutadn mfenonnente) quando existe y ER,

tal que

y<a VacA

O nimero y é chamado um minorante de 4. Do mesmo modo, todo .yl <y
€ também minorante de A. '

Quando o conjunto 4 é majorado e minorado, dizemos, simplesmente, que
ele é limitado.

Definigcdo 3 Maximo

Diz-se que m € R é méximo de A quando m é majorante de 4 e m €A. E
indicado com max A. -

Definicdo 4 Minimo

Diz-s¢ que m € R é minimo de A quando m é minorante de A emE A. E
indicado com min A.

Definicao 5 Supremo
Diz-se que 5s € R é supremo de 4 quando

SI. a<s, VYa€A
S2. sea<y, Ya€E€A, entio,s<y

Observemos que, se M= {y ER | a< vy, Va € 4} ¢ o conjunto dos majo-
rantes de A, entdo, o supremo s de 4 é o minimo de M. De fato, por S1 é um majo-
rante de 4 (a <s, ¥ a €A4)e,porS2,sendo y majorante de 4 (aé v, Ya€A),
tem-se S < y, isto €, s € o menor dos majorantes de A4.

O supremo de um conjunto 4 € tinico. De fato, se admitissemos a existén-
cia de dois supremos s e s, para o conjunto A, teriamos s < s, , porque s é supre-
mo € §; majorante e 5; < s, porque s ; € supremo e s majorante logo, § =s,. Indi-
ca-se o supremo de 4 por sup A. -

Uma outra defini¢do de supremo, que é muito usada, é a seguinte: diz-se
que s € R é supremo de 4 quando

Sl. a<s, ¥Ya€ A4
82°. Paratodoy € Rcom y <s, existe a € A, tal que y < aé 5.

Deixamos a cargo do leitor mostrar a equivaléncia entre S2 e S2° das duas
defini¢Ges.



Definigdo 6 Infimo
Diz-se que s € R ¢ infimo de A4 quando

I1. s<a Ya€A
2. sey<a, Va €A, entdo, y<s.

Observe-se, do mesmo modo que anteriormente, que o infimo de 4 é o m4-
ximo do conjunto dos minorantes de A. Ainda mais_, o infimo de um conjunto 4,
quando existe, € tnico e ¢ indicado por infA.

Qutra defini¢cao de {nfimo, também muito usada, é a seguinte:
I, s<a Wa€EA
s=infAd <> |
o 12’. Paratodoy ERcomy >s5 existea € A tal que
s<a<y.

Observagdo:

O supremo de um conjunto 4 pode ou ndo pertencer a 4, mas, se supA =
€ A, entdo, supA = maxA4, porque supA é majorante de 4 e também pertence
a A. Do mesmo modo, se inf 4 € A, entdo, inf 4 = minA.

Exempﬁo 1 _
Sejad = {-1,-2,-3,.} = {-n|nEN}. Temos que 4 é majorado, mas
ndo é minorado.

Exemplo de majorantes: —1, 21 -_0, —;—- V3, ...
M = conjunto dos majorantes de A ={yER|y=>-1}
—1 é majorante e —1 € 4;logo, —1 =max 4

De outro lado, —1 =inf M .. —1 =sup 4 = max A

Exemplo 2
Sejad =N= {1, 2, 3,...}. Temos:
Andoé majorado mas € minorado.

L = conjunto dos minorantesde 4 = {y ER | y< 1}
1 é minorante de A e 1 € 4;logo, 1 = minA

De outro lado, 1 = maxZ .. 1 =inf A = minA.

Exemplo 3

Sejad={x€Q|x? <9 ={x€Q| -3<x<3}

A é majorado e minorado, ou seja, 4 é limitado

M = conjunto dos majorantesde 4 = {y ER | y >3} : :

L = conjunto dos minorantesde 4 = {y ER | y < -3} . 31
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" 'Te:'_mas: minM = 3 sup A= minM =3
maxL =-3..inf4 = maxL =3
O conjunto 4 n3o tem m4ximo, pois para todo m € 4 tem-se

m+3
{—2--{3

e 2 | i : 4
+ ! .
donde (-"1—23) < 9 e, conseqiientemente, m;3 EAdem< i , isto
é, ndo existe m_E_A,tai que x<m, Vx€A.

Do mesmo modo, o conjunto A ndo tem minimo. . °

Finalmente, estamos em condiges de enunciar o axioma P13. .

P13, Axioma do Sigpremd_. Todo subconjunto de R, ndo vazio e majorado,
~ tem supremo.

A fim de dar um_exemplo du uso do axioma P13. vamos agora provar a
seguinte pmpomqao

PHDFOSIC,&'O | fEXfSTENCIA DE RAIZ QUADRADA POSITIVA)

Se a é um nimero real positivo existe um tnico nGmero real b positivo tal

. que

i bl R . .
0 _nﬁmem. b é chamado r;uz puﬁtiﬁ' de a e indicado com b =+/a.
PROVA
Se]a o conjunto _
_ A= {x€R|x*<a}
tem-se A ?‘—'qbpms{}EA eum niimero m > 1 e m >a € tal que

yi2m*>m>a

e ndo poderia estar em A, ou seja, todo a EA é < m. Logo, pelo axioma P13. exis-
te um nimero real b tal que -

b= supA

Provemos que b? = a. Primeiro suponhamos b2 < a. Tomando-se x = b + % com

- n natural satisfazendo as condigdes

2b + 1

a-b? >’

Dn>1 e ii) n>
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el cppine By Ligiasebad Sy g0,
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e b ndo seria sumemo de A pois x € 4 e x > b. Da mesma forma demonstra-se que
nao podemos supor b? > a. Resulta entdo que b* = a. Como b > 0 e b ndo pode
ser igual a zero poisa > 0, temos b > 0. :

[c.q.d.]

Observe que:

a)Seb=+/a éa soluqﬁo positiva da equag:ao x*=g, entﬁn b= -\/— éa
solugdo negat:wa da mesma equagdo;

b) A Equa@ﬁﬁ x? =0 tem uma tnica solu¢do x = 0;

c) Se a < 0aequagdo x? =g ndo tem solugio.

Sabemos que R contém Os nGmeros racionais e podemos mostrar agora que

ele contém ntimeros que ndo sdo racionais, isto é, os nGmeros irracionais, Pela’

proposig¢do anterior existe o nimero b =+/ 2. Provemos a

PROPOSICAO 2.

v/ 2 éum qﬁmeru irﬁciunal.

Prova. Para provar que v 2é uracmna] vamos supor, por absurdo que ele
seja racional, isto é, '

q

com p e q inteiros e primos entre si.** Elevandose (1) ao quadrado, vem

2=k pra g2 A (2

| I
y ?{n

I . g g i § : . e
Niao admitem divisores comuns diferentes da unidade.

33
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Pnrt:intu,; p? é par. Entdo, p ﬁﬁo pode ser impar, porque, se fosse,

p=2k+1,paraalgum k€N,
p* =4Kk* + 4k +1=2m+ I(m = 2k* + 2K),
isto é, seu quadrado seria também fmpar. Logo, necessariamente, p tem de ser
par, isto é,
' p = 2k, para algum k €N
Substituindo-se em (2) , vem

4kt = 292 ;. q® =23

- Assim, g* é par e, pelo mesmo raciocinio anterior, g é par. Mas isto vem
contra a hipotese de terem sido tomados primos entre si. Este absurdo decorre
de supormos que v/ 2 seja racional. Portanto, /2 é irracional. [c.q.d.]

Vamos provar agora que Q ndo satisfaz P13. Para isso, seja
B= x€Q|x2<2}

Entdo, esse conjunto é majorado em Q, mas ndo admite supremo (em Q).
De fato, se admitisse b = sup B, b € Q, deveriamos ter b> = 2 (porque com ra-
ciocinio andlogo ao da proposi¢do anterior ndo se pode ter b> <2, nem b* >

" >2), o que ndo é possivel, porque o nimero b, tal que b? = 2, é irracional.

Resumindo tudo o que dissemos sobre as propriedades que R deve satisfa-
zer, temos R € um conjunto numérico, com pelo menos dois elementos, com
duas operagdes internas, de adi¢do (+) e multiplicacdo (+), e que satisfaz aos
treze axiomas, P1 a P13. De forma mais abreviada, dizemos que

R é um corpo ordenado cqﬁplétn.

Para encerrar este pardgrafo, vamos ver uma aplica¢do importante do axio-
ma do supremo que € a Propriedade Arquimediana de R.

Teorema de Arquimedes

Dados dois nimeros reais quaisquer, 2 ¢ b, com a > 0 existe um nimero
natural n, tal que
na > b.

Prova. Se a = b, temos 2a > a =b e ja estd provado. Se ¢ < b, supondo por
absurdo que a tese seja falsa, isto é, ma< b, ¥ m €N, o conjunto 4 = {ma |
| m € N} seria ndo vazio (pois 2 € A) e majorado por b. Entdo, admite por P13
um supremo s. Pela condi¢ao S2’, dado | |

y=s-a<s - . fa>0)



existe m € N, tal que :
; - s—a<ma<s
“donde .
' s<fm+l)a

o0 que é uma contradi¢do, uma vez que (m + 1)a € A e s = sup A. Portanto, 4 ndo
pode ser suposto majorado por b. Logo, existe n € N, tal que

na>b - ; [c.q.d.]
Coroldrio 1 | '

~ N nioé majnradu

Prova, Suponhamos, por absurdo, que N seja majorado por um nimero b.
Pelo teorema anterior, considerando-se a = 1 e b, existe n €N, tal que :

s 1>b, istoé, n >b

contra a hipétese.
Coroldrio 2 _

Dado um nimero real € > 0 gxisté n €N, tal que % < £

Prova. Supondo, por absur_du,: que
_ —:;% e, ¥VnEN
terfamos 1 ._

n< oy YneN

eN seria majorado, contra o coroldrio 1.
Proposigdo

: Se g e b sdo nimeros reais e ¢ < b, existe um nimero raciunal r,tal quea <
_{r{b -

Prova. Suponhamns mlclalmente que 0<a<b.Temos b - a } 0, lugo, pelu

teorema de Arqmmedes existe n €N, tal que

_ | n( b —~a)>1

donde se tira '
' nb >na+ 1

; Considerando-se o namero real na, existe p natural, tal que

p>naz=p-1% -

*

Para demonstrar esta afirmacdo, precisamos do teorema seguinte:
- “TodoAd CN,A ¥ ¢ tem minimo.” ' :
Entdo, o conjunto A = {m € N| m > na} é ndo vazio e tem um minimo p.

35



Logo,
nb>na+12p>na

Dividindo-se por n, tem-se

b> % > a
onde r = “ﬁ- € Q. Sea=0,-considerando—se%b{b existe r €Q, tal que a <
< % b <r<b.Sea<b<0,considerando-se 0 < —b < —q existe, pelo ja demons-

trado, r € Q, tal que —b <r< -g; iogu, a<-r<bhb. [c.q.d.]

1.10. EXE RCI'CIOS_ PROPOSTOS

-1
1. Seja.A={rI |nEN}

- m-=1
a) Mostre que ¥ m, n €N, tais que m <n tem-se =

b) Mostre que 4 nio tem mdximo.
¢) A tem minimo? Por qué?
d) Existe sup A? Justifique a resposta.

2. _S»EjaA={ % | n E.H}-.
a) Mostre que A ndo tem m_.fni.mu.

b) Existe inf A? Justifique.
¢) A tem maximo? Por qué?

3. SejaA={2"+l ]nEL}

In+1l

. W+l - el
a) Mostreque ¥m,n € N com m < n, tem-se - = < ;

3m+1  3m+1

b) A pmposngao* - .
2 2n+ 1

“Daduy { — existe n E L,,talqwe BT >y
é falsa ou mrdade:ra‘? .lumﬁque g

c) Existe sup A? Justifique.
d) Mostrar que A ndo tem maximo.

- €) A tem minimo? Por qué?

: 2
4. SBjaA={ﬁ'—- in€ L}

a) Mostre que ¥ m,n € Z,, m {n =

mz' -
S5y
2m? +1 2nt+1

b) A tem {nfimo? Por qué?
c) Mos_trq que A nio tem maximo.
d) Existe sup4? Justifique.
5. SejadCRe-A={-x [xEA} Mostre que m éummagorantedezl se, € somente se, -mé
‘um minorante de A : :



6.

7.

Demonstre que todo conjunto nio vazio e miqdradu de niimeros reais tem ﬁﬂ_mp..

Sejam A e B dois subconjuntos ndo vazios e majumdés_ de R e tais que:
i) para todo a €A existe bEB com a <b;

i) para todo b EB existe a €4 com b <a.

Prove que, nestas condigdes, sup A = sup B.
Dé exemplo de r:nnjuntos verificando as condl@ﬁes eii)e tais que A ﬂB =0

. Diga se os conjuntos ﬂumtes sdo majumdna mmnrados € se possuem supremo, infimo

méximo ou minimo:
a) A= {x€ER|5-x>2 -_4};

|nE€NY;

.B-
b) %""'Il
n—
BGnad |HEN_;

n -
mn_={ -

c.l C=

EHEN};

e) E= {Sn"‘ - InEN};—

N F= xER|2x+1<0};

. Cox+1 '
= {x E .
g) G {t R| 3 < D},

h) H-"{xeni 59 #M {.-1}.
' . O T

T’

.Sejinx}'-. agx" +¢|x“"' +n,,_,lx ta, (n natural)l aoqﬁﬂ] um pulmﬁmiupom

.meﬁmntesmtem Sejar-—:umnﬁm:mﬂcmnalmm;peqmmosenuesl Seré

E

raiz de P(x) prave que p ¢ divisor dz_q, ¢ ¢ € divisor de ag:

10. Umdq 0 exe_rf::fcin 9 ;ﬁ*ﬂve que sio mcinntis

'b}'\/.‘_s. - okl E
c) \/p mmpnﬁmem int_eifo primo; d) v/3 + 4/ 5. .

11. Prove qtus entre dois nlimeros reais a e b coma. <b ﬂ:ute um nﬁmm irracional dl form: ; _

- rV/2,sendor racmn:l

12. Stjamaebdmsrm;tusqueb}¢ Pmequ:,nb-d{ﬁpuaqualquer €20 dado, en-

tiub-a.
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111, REPHESENTAGAU GEO‘METHICA DE R E DE
R2=RxR

~ Seja r uma reta. Escolhamos um ponto O de r para representar o nimero
zero, ¢ um ponto U, 3 direita de O, para representar o 1 (Figura 1.1).

o
~
X 1 x

Figura- o

Assim, ﬁcam fixados a orientagdo de O para U como positiva e o segmento OU,
como unidade de medida dos segmentos orientados OX, com X um ponto qual-
quer de r. Com isto, o conjunto ‘dos nimeros reais e o conjunto dos pontos de
uma reta podem ser postos em correspondénma biunivoca: a cada niimero real x

.podemos fazer corresponder um ponto da reta, extremidade de um segmento

orientado OX, de tal sorte que a medida algébrica de OX com relagdo a OU seja
exatamente o nmimero x. Portanto, a mimeros reais distintos correspondem pon-
tos distintos, e todo ponto da reta é correspondente de um tinico nimero real.
Diz-se que, deste modo, ficou estabelecido um sistema de coordenadas abscissas
sobre a-reta, a qual passa a ser denominada reta real ou eixo real. O ponto O cha-
ma-se origem do sistema de coordenadas. Por causa disto, falaremos md:shntw
mente em nimero real ou ponto da reta.

A desigualdade entre os nimeros reais tem uma mterpretagau geométrica

- simples: se x <y, temos que o ponto y fica 4 direita de x. Qs nimeros positivos

ficam 4 direita de zero e os negativos d esquerda Sea<b, 0 puntu x satisfaz a

. a<x {bse e sO se, x estd “entre” ae b.

- Consideremos o produto cartesiano R2 = R X R De forma mte:mmente

~ andloga A descrita anteriormente, podemos colocar R? e o plano geométrico em

correspondéncia biunivoca. Para isso, tomamos duas . retas perpendiculares Ox e
Oy sobre um plano e que se cortam em O. -

_Sobre cada ‘uma delas ﬁxamus um sistema de cmrdenadas abscissas, geral-.

- mente com mesma origem O ¢ com segmentos unitdrios OU, e OU, de mesmo

comprimento.

| OU, |= 10U, | =1 (Figura 1.2). O eixo Ox passa a ser denominado

eixo das abscissas, e Oy, eixo das ordenadas. A cada par (x, y) de nimeros reais

faz-se corresponder um ponto P do plano cujas coordenadas sio exatamente
x € y (o que significa que o ponto P se projeta em pontos P, e P, sobre Ox e



y
Oy , sendo x e y as medidas algébricas de OGP, e OP,, respectivamente). Diz-se
que ficou estabelecido um sistema ortogonal de coordenadas cartésianas sobre o
plano. Conseqiientemente, falaremos indistintamente em par ordenado de numt:

ros reais e ponto do plano.

Figura 1.2.

1.12.. SOBRE UMA CONSTRUCAO DO CONJUNTO R

Todo nimero racional 7 =-‘qE- tem uma I@pmséntaﬁu decimal que se obtém

dividindo-se p por q. Témos, assim, os exemplos:

. nimero racional "3 ' representagdo decimal
0 0,0
1/2 =05
1/4 0,25
1/3 . 0,333..3..0u03
100/99 1,010101 ...01 ... ou 1,01

Vemos entdo que essa representagdo decimal pode ser finita ou infinita.
As finitas podem tornar-se infinitas, bastando acrescentar zeros. Por exemplo: -

decimal finita AL decimal infinita
0,0 0. 1 0000.. ou0Q

05 - Y 05000 .. 640,50
025 .t e 0,25000.0u 0250

Usando se a idéia de decimal mﬁmta podmus defuur numem real. Consl-

deremos 0 simbolo - :
do, 4147 ... Epl i bise (3)

ondeao €Z: ¢ 0<apS®9 paratodo n€N.



40

Defiriigio 1 (Decimal infinita)

Diz-se que o simbolo (3) ¢ uma decimal infinita quandu para todo j I €N,
tal que gj = 9 existe pelo menos um k > j com a #9.

- Exemplo 1

Sdo decimais infinitas os simbolos:

105,555 ... : - ou 105,5

1,47121212... . ou 14712
0,000 .. ' ou 00

| 01001&]0100&]1

99,941994199941 ...

Exemplo 2

Nio sdo decimais infinitas os simbolos

0,999 ..
2 43999

Nota: A cnnd;gan culocada na definu;ﬁn 1 é para evitar que um nimero real (que
logo vamos definir) possa ser escrito de duas formas distintas. Assim, entre
as duas formas de escrever um mesmo mimero real, por exemplo,

=1,000... . e b=0999 ...
a=2147000.. e b =21,46999 ...

optamos por eliminar a segunda, que é escrita com noves. E claro que re-
presentam o mesmo mimero real, pois

a+b

== b,

- No que segue escreveremos
0 em lugar de 0,000 ...
1 em lugar de 1,000 ...

Definigao 2 (numero real) | .

_Uma decimal infinita serd cham_ada um numero real ndo negativo. Uma deci-
mal infinita a precedida do sinal negativo (), isto €, —a, serd chamada um nimero
real ndo positivo. :

Definigcao 3 (lgualdade)
Diz-se que os nimeros ndo negativos

a=dap, a4a; ... ﬂ'ﬁ v € ;bzbu.blbj - bn.



sdo iguais, e escreve-se a = b, quando
' ' a;= bj, Vj€ y :
Se a =0, pde-se —a =0 e diz-se que os mimems ndo positivos —a e —b sdo iguais
quando a = b.
Definigdo 4 (Desigualdade)
Dado dois nimeros ndo negativos:
a=dag,ay@y..8p.. € b=bg,b1by...bn

diz-se qué a ¢ menor do que b, e escreve-se a < b, quando uma das seguintes con-
di¢Bes é verificada: ' :

a) ag <bo;
b) sendo ao = by, existe k €N, tal que

ao =bo,ay,=by,...,a k1 =bk eak{bk

Se a e b sd0 nimeros nio negativos diz-se que —a < b quando b <a (uua } b)
Desta defini¢@io segue imediatamente que:

1. Se a é um mimero ndo negativo e diferente de zero, entdo, a > 0.

2. Se a ¢ um mimero ndo negativo e diferente de zero, entdo, —a < 0 pms a>0.
Em 1), diz-se que a é positivo e em 2) que —a é negativo.
Indicando-se com

= {x€ER|x>0}e R.={x€R|x<(}
temos .

R=R,UR_ ¢ R.N R_= {0}

Tendo definido desigualdade o primeiro passo ¢ demonstrar suas proprieda-
des. O passo seguinte é demonstrar o Teorema do Supremo (ou seja, o axioma
P13 é um teorema), porque ele é fundamental para todo o restante da teoria.’

- Mas ndo vamos fazer isso. O que queremos:fazer agora é mostrar apenas mais

‘alguns detalhes. Observemos que se podem distingilir dois tipos de nﬁmerns
reais:

a) Numeras penadwos ou.racionais

S#o aqueles que, a partir de certo algarismo depois da virgula decmal,apre-_
sentam determinado grupo de algarismos, denominado perfodo, que se repete
consecutiva e indefinidamente. .

Exemplos

1. 2,000.. periodo =0 Py
2:0222.. -  perfodo=2 - | 41
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3.-1,67413737 ... perfodo = 37
4. 2152,54231231 ... periodo = 231

A um nimero racional r = —E podemos fazer corresponder, pela divisdo

de p por ¢ um mimero real periddico. De fato, se a divisdo é exata, o quociente
¢ uma decimal finita que se transforma numa decimal infinita pelo acréscimo de

zeros ‘e, portanto, num nimero real periédico de perfodo zero. Se a divisdo ndo
é exata, o quociente é uma dfzima peridédica que também € um numero real

peri6dico. Esta correspondéncia é uma fung¢do

: f:Q— R, = {x€ R| x §peribdico} -
tal que :
fla+b)=fla)+fb); flab) = fla) - fib),
e se e %
a<b=—= ffa) {_ﬂ'b}

para quaisquer g, b € Q Por isso, os nﬁmems reaus penédlcns sdo :dennﬁcadas
ao0s nameros racmnals

b) Mimeros ffmciondfs

S0 aqueles que ndo sdo periddicos.

Exemplos

1. 0,1010010001 ...
2. 0,5252252225 ..
3. 28,474477444777 ...

Mesmo sem definir soma de niimeros reais podemos dar um exemplo de dois.
niimeros irracionais positivos que somados do.um nimero racional:

N 0,1010010001 .. —— irracional
0_,_21 323332 ... —— irracional
0,3333333333 ... ———>racional (=1/3)
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Valor Absoluto de um Nimero Real.
Subconjuntos de R.
A R_eta_Ampha,da R.

.

2.1. INTRODUGCAO

Comegaremos definindo valor absoluto, utilizando para isso o fato de ja
termos provado a existéncia de raiz quadrada positiva (n® 1.9 Proposi¢do 1) e a
propriedade de crescimento da raiz quadrada positiva, isto ¢, T

0<z<b<E=>va<Vb

(n© 1.8 exercicios 4.f e 4.g). A seguir vamos apresentar os subconjuntos de R co--
nhecidos como intervalos e bolas, os elementos infinitos, a reta ampliada R =
=R U {00, 49} € 0s intervalos infinitos. Por fim caracterizamos intervalos de R
pela Propriedade de Conexdo, ou seja, se I é um intervalo de R, entdo quaisquer
par de pontos x, y € I podem ser unidos por um segmentu fechado [x, y] todu_
contidoemZ

2.2. VALOR ABSOLUTO DE UM NUMERO REAL

" Definigdo

Se x é um nimero real cp.mlquér, o valor absoluto de x, indicado com
| x |, é o nimero real definido por ' :

x|=+x*

onde a raiz ¢ positiva, conforme j4 ficou estabelecido anteriormente.

-,

Quando se representam os nﬁmems reais por pontos de uma reta, o nimero
| x | é chamado distancia de x a 0.

Exemplos

- 1131 =3 =3 | 43



2. 1-41.=/(@y = =
3.13-10{ =/ (72 =77 =7

Propriedades
Llx| =20
S22 Ix]=0=>x=0
B~xl=Ix|

Prova. Tem-se

x| =v/(x)? = =Vx? =|x|
4 4x|<x<ix| .

Prova. Em primeiro lugar pruvemm quex<|x|.De flto

_se13=0=-,'—“>lx| vVxt=x
sex{flﬁlxl-*\/ >0>x

Portanto,
| x{=2x

' Para mostrar que -| x | < x, usando a parte j§ demonstrada, temos que
-xﬁll-xl—!xl |

logo mult:phcando—se esta des:gua]dade por -1,

. - ;?-—I Xl wsiorn s : _ [c.ﬁ.d.]
5. Ixyl*lxllyl L

Prom Tem-se :

| ;xyl—\/rxyﬁ =/x%y? =Vx¥ /) —txllyi © [eqd]
_xl |
Dl

i lx+y|<lx|+|y|{Propnaiade?hanguhr}
Prova. Tem-se

Ix+py? =(x+yf =x* + 22y +y2 < | x|? +2le lyl+lyl’
“isto €, - -
lx+yi’€(lxi+lyf)’
&ondeseura

Ix+yl€[xl+[yl | [c.q.d.)



Nota:Esta propriedade é também chamada propriedade triangular, porque em
Geometria quando x e y sao dois segmentos orientados lados de um trian-
gulo, o terceiro lado que é o segmento orientado soma x + y é tal que seu
comprimento € inferior ou igual a soma dos comprimentos dos outros dois.

8. [l xi —1yll<ix—yl

Prova. Com efeito, tem-se (x PP =(x-y)P =x2 —uy+y? = x|? -
-2 xllyi+lyl®
isto é,
lx -y 12>(x1—1y1)
donde resulta

Ix =y =[xl =1yl [c.q.d.]

Recordacao

Se y =ax® + bx + ¢ {a > 0) é uma fungdo quadritica com A =b? — 4ac >0,
ela tem duas raizes reais x; e x,, com x; <x,. Temos, entdo,

ax® thx+e<=>x, <x<x,
e também '
ax® +hx+x >0 >x <x; 00 X X3

o que se demonstra facilmente tendo em vista que y se fatora do seguinte modo

y=afx —x,)(x —x3)

9. Se ¢ > 0, tem-se
| x| <e<=>-c<x<c
Prova. De fato, temos
xl<ee==x’<d <= x? - <0< -¢<x<c
[c.q.d.]
10. Se ¢ >0, tem-se
x| >cE=x<-coux>c¢

2.3. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Prove que:
a) | x| =0; b) |x|=0 <=<>x=0;
~ xsex 20 :
o |x|= x se x <0 dlx-yisix| +1yl;

e) llxl —lylls|x+yl;

45



) See>0,|x]| >c=>x<-coux>c¢
| x|

X
) se o | X| = L2l
. 4 y 2

2. Prove por indigio finita que, Vn EN,

| X1 423 + .+ x| < | x4 | +xa |+ 4] xpl

3. Resolva as inequagdes:

a) |x-7]<9: b) | 2x + 3| < 10;
et R [l ) d}|2.x'2+3x+3'|£3;
1 1
1| + 3| <|4x]: f o S
e) |x-1] +|x-3]| <] 4x]| 4 X+ 111 %3] s

4. Resolva as inequacoes:

a) | 5x| > 1: b) |3x — 4| = 2:
o) |x* <~ 2x+4| > 3: d) Ix-3] >x+1:
e | 1 |
o] [l B L2, .
€) i -1 | 2 [x—11|x+3]| 5

5. Determine, caso existam, o supremo e o infimo dos seguintes conjuntos:
a) A= {x ER|x? < 9}
b) B={x € R| —x? ¥ax +21 > 0}

) C={x €ER| < 1+ X}

1l —x
d) D={x ER|| 4-x]|> x};
e) E=Ix ER||x|lx+1] < 2};
) F={x ER||x*+2x+4| < 7};
g) G= {x ER||x*-5x+12] > 8}
hy H= {x ER||x? - x - 16| < 4};
D I={x ER[|-x?+x+6] < 6}
iV J= xER||x+6]+]|3-x| =9}
D L={x ER[|x-1|+]x-3]| < 4},

6. Determine, caso existam, o miximo e o minimo dos conjuntos anteriores.

2.4. INTERVALOS E BOLAS
Definicdo 1

Se a e b sdo numeros reais com a < b sdo chamados intervalos os conjuntos
1. Ja,b[= {x ER| a <x <b} — intervalo aberto de extremos a e b
46 2. [4,b]= & ER|a< x< b} — intervalo fechado de extremosa e b



3. ]a,b] = {x €ER| a <x< b} — intervalo semi-aberto a esquerda de extremosa e b
4. [a, b[ = {x ER| a< x <b} — intervalo semi-aberto a direita de extremosa e b

Sio representados graficamente do seguinte modo:

Fa i
et o
a

b

la.b]

(A bolinha O vazia é para representar que @ e b ndo pertencem a Ja, b[.)

[, b]

& &
a b

(A bolinha @ cheia ¢ para representar que a e b pertencem a [a, b].)

a
[a, bl @ o
a b

O conjunto {a} é denominado intervalo degenerado.
Definicdo 2
Se @ € R, chama-se bola aberta (ou vizinhanga) de centro a e raio 6 >

>0, e se indica com B (a, §), o intervalo Ja - 6, a + [, isto é,
B(a;6)=]a—-56,a+d]

Propriedades
1. Bfa;8)= {x€ER||x —al <&}

Prova.
XEBa;6) < x€la-b6,a+d|<=>a S<x<a+d
== _jf<x—a<sé |x-a|<é
<> x€{x€R||x-al<8} [c.q.d.]
2. A intersec¢do de duas bolas Bfa; 6,)e Bfa; 6, ) de centro a, é uma bola Bfa, §)
de centro a, isto é;

Bfa;5)= Bfa; 8, ) M Bfa;d,)
onde .
6 = min {5[,62_}
Prova

xX€E Bfa;6,) N Bfa:6,) <>xEBfa:6,) e xEBfa; §,) <> 47
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< |x-al<b,elx—a|<§, =
<= |x-a| <& onde § = min {6:, 8,}
< Xx € Bfa; §) [c.q.d.]

Definicao 3 (Ponto Interior)

Seja A € R. Um ponto g € 4 denomina-se ponto interior de 4 quando exis-
te uma bola Bfa; §)C A (6 conveniente). Por esta defini¢do, vé-se que, se a é inte-
rior de A, entdoa € A.

Exemplos

1. O conjunto N ndo tem pontos interiores.

2. Todox € Ja, b[ é interior de ]a, b].

3. Todo x € [a, b] que ndo é a nem b ¢ ponto interior de [a, b], ao passo que a e
b ndo o sdo.

2.5. A RETA AMPLIADA R. OS INTERVALOS INFINITOS

Chama-se reta numérica ampliada o conjunto
R = R U {-Wf +Eﬂ}

onde +eo (mais infinito) e -eo (menos infinito) sdo simbolos que se comportam se-
gundo as convengées:

l. ~e<x < +oo, ¥ x ER

X + (1o0) = (t0) + x = +o0o M x €ER
($o0) + (1o0) = too

. X(290) = (2oo)x = too ¥ Y ER, x > 0
Xx(*0) = (to0)x = Foo, ¥ x ER, x < 0

“nos W

6. =0, ¥xER

+oo

Definimos os chamados intervalos infinitos, com as respectivas representa-
¢Oes grdficas

la, toof = x ER | x >a}

[, +oo[ = {xER | x =4}

=@ =0

s b= {x ER|x:<h)

e



Joo, b] = {x €R|x < b}

>@

Tem-se
R= ]_cq: -|-EIO[

2.6. PROPRIEDADE DOS INTERVALOS

Todos os intervalos da reta sdo caracterizados pela seguinte

Propriedade (Conexado)

Um subconjunto / # ¢ de R é um intervalo se, e somente se,

¥x,yEI com x<y =[x, y]CI (2)

Prova
(==>)E imediato provar que todos os intervalos definidos gozam des-

sa propriedade (inclusive {a}).

(<=) Seja I # ¢ um subconjunto de R com a propriedade (2) e pro-

vemos que / é um intervalo de um dos tipos ja citados. Suponhamos, primeiramen-
te, que / seja limitado e sejaa = inf /e b = sup /. Se a = b temos que [ = {a} e sea <
< b temos Ja, b[ C I C [a, b]. Portanto, I s6 pode ser um dos intervalos

la, b, Ja, b}, [a, b[ ou [a, b]

0s outros casos sdo resolvidos de forma anédloga a este. Se / é minorado e ndo  ma-
jorado, entdo, I € um dos intervalos ]a, +e°[ ou [a, +°[, onde a = inf I. Se I ¢ majo-
rado e ndo minorado, entdo, / é um dos intervalos |-°, b[ ou ]-o°, b],onde b =

=sup I

2.7. EXEREICIOS PROPOSTOS

Represente graficamente os seguintes conjuntos
a) [1,+q N}eo 4f; b) }2,+eqf;
o [3.8[; _ d) Jeo,-1]V [2, +od.

Determine, entre os conjuntos a seguir, quais sdo intervalos, representando-os, sempre que
possivel, com as notagbes adotadas:

a) x ER|S —x <3x-7}

b) {xERl\/[x+3}2 =.x+3};

¢ & € R|v/x? 4 < x-1}

d) {XERI\/xZ—x}Zx}; 49
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1
e) {xERIIx-?I{TerZ};

n x ER|—— =1, x # 0}

| x|
g) xERIIx-1] <|4_x]|}

3. Diga, caso existam, quais s30 os pontos interiores dos seguintes conjuntos:
a) A= {x ER|x=2o0u|x-2| > 2x}
b B={x €Ql2 <x < 3}

1
oef e e
"

d) D= {x € R|x € [0,1] e ¢ irracional };

&) E={"_1 |5 EN},
"




Generalidades sobre Funcoes.

Funcdes Reais deuma Varidvel

N

3.1. INTRODUCAO

Neste capitulo comegamos a falar de fungdes, dando defini¢Ges gerais e
depois conceituando fungdes de uma varidvel real a valores reais. Essas fungdes
s30 o objetivo principal deste capitulo e também dos capitulos que se seguirdo
a este. Podemos dizer, sem receio de errar, que um dos conceitos mais importan-
tes de toda a Matemitica é o de fungdo. Em quase todos os ramos desta ciéncia
o estudo de fungOes geralmente é a parte central da teoria e tem constitufdo

sempre o maior alvo de pesquisas nao s6 de matemétlcos como também de outros

estudiosos.

3.2. GENERALIDADES SOBRE FUNCOES

Sejam A4 e B dois conjuntos ndo vazios.

Conceito Intuitivo de Funcgédo

Entende-se por uma fungdo f definida em A a valores em B, indicada
com f : A — B, o par de conjuntos 4 e B e uma regra ou lei que associa a
todo x € 4 um tnico y €B8.

O conjunto 4 ¢ chamado dominio de defini¢do da fungdo, sendo também
indicado com Dom f, e o conjunto B ¢ chamado contradominio da fungio.

O tinico b € B que ¢ associado a um a € A4 ¢ indicado com b = f (a) (1&-se

“ fde a” ou *“f calculado em a”’). O valor b = = f(a) € chamado imagem de a por f,

ou valor assumido por fem a.

51
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Conjunto Imagem

O conjunto
Imf={fix)Ix€EA}

é chamado conjunto imagem da fungdo f': 4 ~+ B,
Grdfico de uma .F uncao
Chama-se grafico de uma fungdo f : A — B o seguinte conjunto:
Gr={x,y) |x€EA e y=fi{x)EB}
Exemplo 1
SeA=1{1,2,3,4}, B= {9,11,5}, e estabelecermos que:
l—11,"2+—5 3 +—11, 4+—5

para todo x € A fica associado um tnico y € B. Temos, pdi's, uma fungio
f:A —B, tal_ que

1) =11,R2)=5,/3) =11,f(4) =5

sendo
Im f'= {11, 5} e Gf= #1,11).02.5).3..10).(4,.5)

Exemplo 2
Sejam A = {1,2,3,4}e B= {a, b, c} e aregra
I—¢c, 2—a, 3+—b, 4+—b
Tem-se, entdo, uma fun¢do f: A — B, tal que |

- () =c, A2)=a, f(3)=b,(4)=b

sendo
Imf={e b,c} =B e Gy={(1,¢),(2,0),(3.b),(4,b)} *

Exemplo 3

Sejam 4 = {1,2,3,4} e B={3,1,9,11 }. Se estabelecermos a correspon-
déncia: : -

l1—1,2F>9, 33 4+—11
obtemos uma fungdo f : 4 — B tal que

f()=1,/2)=9,/3)=3,/(4)= 11

* Entenda o simbolo > como “¢ levado em™ ou “tem por imagem”,



Aqui, tem-se
Imf={3,1,9,11} =B ¢ Gp= {(1,1),(2,9),(3,3),(4,11)}

Exemplo 4

Sejam A = {1,2,3,4}e B= {5,6,7, 8,9}. Por meio daequagioy =x + 4
a cada x € A4 fica associado um vnico y € B.

De fato, se
_ fix)=y=x+4
tem-se

f1)=5,/2)=6,3)=7,f4)= 8

Temos, entdo, uma fungido f : 4 — B dada ou definida por f{x) =x + 4.
Neste caso,

Im/= {5,6,7.8 e Gr= {(1,5),(2,6),3,7),4,8)
Exemplo 5
Dados A = {a, b, ¢, d} e B= {1, 2, 3}, se estabelecermos que:
ak—1,av+—2, b+—1, c—2, d+—3

nio temos uma fungdo, pois njo é verdade que para todo x € A corresponde

um Unico y € B. De fato, ao elemento a correspondem dois elementos de B
le?2.

A defini¢@o intuitiva de fungdo dada tem o defeito de lan¢ar mio de uma
idéia vaga: a de regra ou lei que associa a cada x € 4 um unico y € B. Adiante,
veremos exemplos que mostrardo que as regras podem aparecer de virios modos
diferentes: através de uma ou mais equagdes .ou, entdo, através de frases em
linguagem corrente, ou, ainda, através de equa¢des combinadas com frases etc.
Por isso, fica dificil definir fungdo usando como ponto de partida o aspecto da
. regra por ela apresentado. Podemos dar uma defini¢do formal de fun¢do que
evite falar em regra, lei ou coisa parecida. Para isso, basta notar que para toda
fungdo f : A.— B podemos montar o seu grifico Gy. Invertamos o processo:
a defini¢do de fungdo ¢ dada utilizando o conjunto GfC A x B.

Definicao Formal de Funcao

Entende-se por uma fungdo f definida em A a valores em B um sub-
conjunto Gy C A x B'que satisfaz as condiges:

Fl. ¥x€A4 3 y€ Btalque (x,y)E€EGy

F2. Se(x,y)EGfre(x,z)EGf=—>y=z : : &5
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Vemos, entdo, por F1, que para todo x € A se associa pelo menos um
Yy €B, tal que (x, y) € Gre, por F2, que o y associado a x € Gnico. Desse modo
a idéia de regra pode ser explicitada:

xXEAFH——yEBRB,tal que (x, y) EGf

3.3. FUNCOES INJETORA, SOBREJETORA E BIJETORA |
Definicdo 1 (Funcdo Injetora)

Diz-se que uma fungdo f: A — B é injetora quando, para quaisquer x,,
X 3 €4 com x; # x, tem-se f{x, ) ¥ f{x, ).

Em outras palavras, diz-se que f : A — B € injetora se f{x; ) = fx, ), com
X, ex; em A, entdo,x, =x,.

Exemplo

As funges dos exemplos 3 e 4 do item anterior sdo injetoras.

Definicdo 2 (Fungdo Sobrejetora)

Diz-se que uma fungdo f : 4 —> B & sobrejetora quando, para todo y €
€ B, existe x €A tal que fix)=y.

Em outros fermos, f : A — B é sobrejetora quando Im f = B,
Exemplos-

As fungdes dos exemplos 2 e 3 do item anterior sdo sobrejetoras.
Definicdo 3 (Funcdo Bijetora ou Biunivoca)

Diz-se que uma fungdo f : 4 — B é bijetora ou biunivoca quando ¢ inje-
tora e sobrejetora.

- Exemplo

A fungdo do exemplo 3 do item 3.2 € bijetora.

3.4. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Sejam A = {a, e, i,0,ule B= {l1,2,3,4,5}.
Com a tabela



x P ¢
a 4
e 3
i 3
2
1

estabelecemos uma regra entre elementos de 4 e de B de modo que a cada x € 4 coloca-

do na tabela associa-se o y € B colocado & sua direita. Diga se a regra assim estabelecida de-
termina uma fungao f: 4 —8.

2. Com os mesmos conjuntos 4 e B do exercicio anterior, quais das tabelas seguintes dio
origem a fungoes f: 4 —> B?

a) x ¥y
.ﬂ__
e 1
i
2
u
f) x ¥
a 1
] 2
u 3

b}fx'

a
€

c) X y
a |

2

i 3

4

5

h) x ¥y
a | 1

e 4

i R

5

3

d) x y
S
e 2
e 3
i 4

5

1

iy x ¥
a 2

e 1

i 2

3

u 3

e) x

e 1 T -1

mmmmm‘x‘:

3. Entre as fungdes determinadas pelas tabelas do exercicio anterior diga quais sio injetoras,

quais sdo sobrejetoras e quais bijetoras.

4. Considerando-se o conjunto G de pontos dos diagramas

Q) d b) d
C . 4 cC
B q b
a i a
1 3 4

[ ]

c) d »
c
: 1
a —8
2 3



d) d e) d T N
cH—e¢—¢— 4 ¢ c ¢ »* -
h b - - - b -
a a +— a -
1. "2 3 .4 1 2 31 4. 1. 2 3 4

tomo pontos de um subconjunto de A x B, em que 4 = {1, 2, 3, 4} e B = {a, b, c, d}
exceto em (f), no qual B = {a, b, c}, diga se G determina uma fungio f: 4 —8,

5. Entre as fungdes determinadas pelo conjunto G C A4 x B .do exercicio anterior diga quais
sdo injetoras, quais sdo sobrejetoras e quais sio bijetoras,

6. Nos exercicios 2 e 4, nos casos em que se tém fungbes f: A — B determine Imf

3.5. FUNCAO REAL DE UMA VARIAVEL REAL
REPRESENTACAO GRAFICA. EXEMPLOS

Definicdo (Funcao Real de uma Varidvel Real)

Uma fungdo f : A — B, onde A4 e B sdo subconjuntos nio vazios de R,
€ chamada fung@o real de uma varidvel real (ou funcdo de uma varisvel real a valo-
res reais).

Daqui por diante todas as fungdes de que trataremos serio fungGes reais
de uma varidvel real.

Representacdo Grdfica de urna Funcdo

Seja f : A — B uma fungio real de varidvel real. O gréfico Gr= {(x, fix)) €
€ R? | x € A} dessa fungao pode ser representado no plano geométrico, bastando
para isso que se introduza um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas nes-
se plano: desse modo, a cada par ordenado (x, f{x)) € G’y fazemos corresponder
um ponto £ = (x, f{x)) do plano. Em vista disso, freqiilentemente vamos usar a
expressdo mais simples “‘grifico de f”" para designar a “representacdo geométrica

do gréfico f” (o proprio texto deixari claro quando “grifico de f” se referir ao
conjunto Gy).

Exemplo 1 Fungido Constante

A fun¢do f : R — R, que a todo x € R associa sempre 0 mesmo nimero
real k, ou seja,

fix)=k, ¥xER

96 ¢ denominada fungao constante.



Temos:

a) Dom f=R Im f= {k}
b) Grifico
Vi
k
[
k
0 x
Fihura 3.1.

Exempfﬁ 2 Funcgao Linear

A fungido f : R — R dada por f{x) = ax, onde a é uma constante # 0,
denomina-se funcdo linear.

Temos

a) Dom f= R Imf=R
b) O seu grifico é uma reta que passa pela origem e nao é paralela a nenhum
dos eixos. O niimero a ¢ o coeficiente angular dessa reta.

i) a>0 i) a<o0

Figura 3.2 ~ Figura 3.3

Um caso particular desta fungdo é aquele em que 2 = 1, isto é, a fungdo
f:R——R dada por f{x) = x, e que ¢ denominada fung¢do identidade de R.
Vamos indica-la com id, isto é, )

id(x)=x, ¥xER | 57
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Temos

a) Dom id = R Imid =R |
b) Seu gréfico ¢ a bissetriz do 1° e do 39 quadrantes:

idix] = x

k"

Figura 3.4

Exemplo 3. Fungdo Afim

A fungdo /' : R — R dada por f{x) =ax + b, com a e b constantes nio
nulas é chamada fun¢do afim. Temos
a) Dom f=R Imf= R _
b) O gréifico de uma fungdo afim é uma reta ndo paralela a nenhum dos eixos. de
coeficiente angular a e coeficiente linear b. Ela intercepta o eixo Ov no ponto

\
(0, b) e 0 eixo Ox no ponto (-%, 0] .

(‘ ; 'ﬂ)/___' N0, b)

0 X

_~TN0.5) - | (’_ b

Figura 3.5 Figura 3.6

Exemplo 4. Funcgdo Quadrética ou Trinémio do 2° Grau

A fun¢io f : R — R dada por fix) = ax® + bx + ¢, coma, b e v constantes



e a # 0, denomina-se funcdo quadrﬁtica ou trindmio do 29 grau. Se o discrimi-
nante
A=b? —4ac>0

a fung¢do quadrdtica tem duas raizes™ reais x, e x, distintas e fatora-se do seguin-
te modo '
fix)=afx - x)(x - x2)

Se A =0, a fun¢do quadratica tem uma raiz dupla x, = x,, fatorando-se na forma

ﬂ'x). =afx . x P

Enfim, se A < 0 a fung¢do quadratica ndo tem raizes reais e nao admite fatorag¢do
no conjunto dos reais. Sabemos que o grifico de uma fungao quadrdtica € uma
parabola, sendo uma curva simétrica em relagdo a um eixo pard]elu a Oy e que pas-

sa pelo vértice V' = (— T‘: - —) Os graficos nos vdrios casos se dssemelhdm
ao0s seguintes:
iy A>0

Yi a>0

0

Ml = o 2 o

a<0

Figura 3.7 Figura 3.8
i) A=0

YA a >0 4!

) D .'-'—x
v

0 i _;_ X

Figura 3.9 Figura 3.10

* Raiz ou zero Jde uma funeio ffx) ¢um ponto v, € Doy fpara o qual fixg) = (0

959
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Figura 3.11 ' . Figura 3.12

A
Observemos que, sendo m = T
a

sea>0  Imf=[m, +oo|
sea <O Imf=]-oo m]

Exemplo 5. Funcdo Racional Inteira ou Polinémio
A fungio f : R —— R dada por

fix)=apx" +a, X" + . tap,x+a,  fay, 0 )

onde a, a,, ..., @y sdo constantes, denomina-se func¢do racional inteira ou polino-
mio de grau i (n € Z,). Os polinémios costumam ser indicados pelas letras latinas
maidsculas: P(x), Ofx). R(x), S(x) etc. Vé-se que a fungdo quadratica é um poli-
nomio de grau 2, a fungdo afim é um polindmio de grau 1. e a fung¢do constante é
um polinomio de grau zero, ou seja, todas as fun¢des anteriores sio casos particu-
lares de fung¢Ges polinomiais. O grifico de um polinomio de grau nfn =2) denomi-
na-se pardbola de ordem n.

Convém destacar mais dois casos particulares:
i) fix)=x*" poténcia de expoente par (n € NJ

Aqui temos
Domf=R ¢ Imf=R,

- - . o Al
e todos os graficos sdo semelhantes ao da fung¢do x*




Figura 3.13
i) ffx)

x2"* 1 poténcia de expoente impar (n € N)

Aqui temos

Imf=R

=R

Dom f

e todos os grificos sio semelhantes ao de x* :

61
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Figura 3.14
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Exemplo 6. Fungio Racional Fraciondria

E uma fun¢do f{x) dada como quociente de dois polinomios P(x/ e Qfx),
ou seja,

3 Pix) . an_r"+u,x""l+...+_g_{,__,x+a,,
Ofx) bgXMt B xStk B b

onde apby # 0,sendo Dom = {x ER| Qfx)#0}

Vejamos alguns casos particulares
i) fix)= _J]c x#0 -

Temos
a) Domf=R — {0} = R, Imf=R,

b) O grafico desta fun¢do é o de uma hipérbole, cujo eixo ¢ a bissetriz ¥ = x do
19 e 30 quadrantes e cujas “‘assintotas” sdo perpendiculares entre si (sd0 os
eixos Ox e Oy), em virtude do que ela se denomina hipérbole equilitera.

x..| Fix) ol . Vi
"' .
B, g T )
: [
o i e 1Y 1 |
oA i)
PR iy
s 11 2 x
. 2 2
1 1
1
4 -2
2 2
Figura 3.15
Ml oneor o IR o B e St LR, :
”}ﬂ'ﬂ Ul +x o ! Frx e
Temos



b) O grifico desta fungdo é uma hipérbole semelhante a anterior, tendo agora co-
mo assintotas as retas perpendiculares entre si e paralelas aos eixos x = -1
(paralela a Oy) e y = 1 (paralela a Ox)

X fix)
-3 0,5
-2 0
~1.5 | =1
=g & = EASesooowmess
0 2 e
1 1,56
Figura 3.16
P 1
i) fix) = T
Temos
a) Dom f=R Imf=1]0,1]
b) Grafico
X fix) 4
-2 1/5
= 1/2 | 1
0 H 1
1 112 _&_L:%_*___L_-
2 | 1/5 2 1 0 T 2 x
Figura 3.17
Exemplo 7

Seja f{1,2] — R que a todo x € [1, 2] associa o seu dobro. Escrevemos
f11, 2] — R, sendo a regra f dada por x —— 2x ou ainda f{x) = 2x, ¥x €
€[1, 2]. .
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Temos:

a) Domf=[1,2] Imf=[2,4]
b) O valor que fassume em x é f{x)= 2x

¢) Gréfico de f:

fix)
2

24

3,0
4

i, | e - i

x 1

Figura 3.18

Exemplo 8. (Fungdo valor absoluto de x)

E a fungdo f: R —— R dada porﬁx) =1 .

Temos:

a) Dom f'=

R Imf= R.
b) O valor que fassumeem x € fix)=| x |

¢) Grafico de f

x T

Figura 3.19




Exemplo 9. (Fungao colchete de x)

Seja f : R —> R que a todo x € R associa um nimero inteiro n » indicado
com [x] (colchete de x), tal que ny < x <nyx *+1 (ou seja, [x] = ny é o maior intei-
10 que ndo supera o numero x). Por isso, esta fungdo é chamada fun¢ao maximo-
-inteiro ou func¢io colchete.

Temos:
a) Domf=R Imf=Z
b) fix)= [x]
¢) Grifico de f
x | [x] /i
25| -3 :' ==
<% | !
-15 | -2 21 i
1| -1 i
05 | -1 1- —_— :
0 0 | | :
05| 0 | : P
1 1 3 =2 <50 1 2 Y% o«
15 | 1 R !
I i p— ]
| | |
| l l
: Pr— -2-
1
| }
| I :
L T— -3] Observe que
xE[n,nt1[—f(x)=n
Figura 3.20
Exemplo 10.

Seja f : R, — R dada por f{x) =+/ x . Temos

a) Dom f=R, Imf= R,

b) fix)=v'x
¢) Gréfico




o
x S Vi
‘0] o
0,5 | 0,707
1.1 | Rttt T :
B s S SN N ) g
2 1,414 TAML s ! :
< e R | bee b7
i EHDEIE L T
- .- 4 1 I ] |
oo 2o ! fas i P
o o 0,5 1 2 3 4 x
Figura 3.21
Exemplo 11
Se f: R —R dada por
-1 s x<0O
fix)J=4 0 s x=0
I W T -
Esta fungdo ¢ chamada fun¢do sinal de x ou sgn x.
Temos
a) Dom/=R  Imf={1,0,1)
b) Gréfico ' '
YA
1+
0 X
-1 .
Figura 3.22
Observacdo:

Muitas vezes uma fungdo é dada por uma regra x o fix) ou, simplesmente;
66 frx) sem explicitarmos seu dominio e contradominio. Fica, entfo, subentendido



que o contradominio é R e que o dominio é o “maior” subconjunto de R para o
qual f{x) € um nimero real.

Exemplo

Seja dada a regra
fix)=v4-x*

Neste caso, 0 maior subconjunto de R para o qual ﬁ’x) ERé
4 —-x? 20
ou seja,
—-2<x<2

Logo Dom f'=[-2,2] e Im f= [0, 2] e seu grafico tem o seguinte aspecto

¥ A

k*,r

Figura 3.23
3.6. OPERACOES COM FUNCOES
Definicao 1

Duas funcdes f: 4 — Reg:B ——-+_R sdo iguais quando A =HBe f{x) =
=g(x), ¥ x€A

Definicao 2

Sejam f e g duas fungdes, sendo 4 = Dom fe B=Domg. Se 4 N B # ¢ po-
demos definir
a) Funcao Somade feg:(f+g)x)=f{x)+g(x), sendo Dom (f+g)/=A4A NBE.

b) Fungao Diferenca de feg: (f - g)x) = f{x) - g(x), sendo Dom (f g)=
=ANB.

67
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¢) Fungao Produto de fe g:(fg)(x) = f{x) g(x), sendo Dom fe=ANBA.

> e fix): '3
d) Fune wiente de S o= = — desde D 2 =
) Funcao Quociente de f por g (gfx} %) que Dom .
={x€EANB|gx)#0}+#¢.

e) Produto de uma Constante por uma Fungdo: (kf)(x) = kfix), sendo k
constante e Dom kf = A.

) Funcao Valor Absoluto de f:|f| (x)=| f{x)] , sendo Dom | £| = A.

Exemplo:

Sejam as fungoes:

fix)=+/4 —-x Dntﬁj'=A= xER|x< 4}
glx)=vx" —1 Domf=B= {x€ER|[x< —-1o0ux =1}
Temos
(F+ex)=v4—x +x7 —1 Dom (f+g)=ANB =
R ' = {xERIx<-loul<x<4}
(f—ghx)=4 —x —/x* _1 Dom(f—g)=ANB
(fe(x) =4 —x «/xT 1 Dom (fg)= A N B
(9{ | 4 —x }
Y Dom(fg)={xE€EANB|gfx)#0} =
; oo | ' ={x€ER[x<-loul<x<4g}
(—5f)(x)=-5v4 - x Dom (—5f) = Dom f = A
[ f1(x)=1v4 —x | =4 x Dom | f| = Dom /=4,

Definicao 2 (Composicao de Funcées)

Sejam f':A — Re g : B —> R duas fungdes tais que Im f C B, ou seja, para
todox € 4 ovalor ffx) € B. A fun¢do gof definida por

(gof)(x) = g(f{x))

¢ denominada fu-ngﬁo composta de g e f e temos Dom gof' = Dom .

O seguinte esquema ilustra o que acontece na composi¢do de fungdes:



Figura 3.24

Exemplo 1

Sejam f e g dadas por ffx) = 3x — 2, g(x) = x? + 4x. Determine as fungoes
gof e fog. |

Solucao
a) Dom f=R Imf=R
Domg =R Im g = [-4, +oqf

~Im fC Dom g == (gof)(x) = g(f{x)) = (3x — 2)* +4(3x — 2) =
=9x* —4 . Domgof=Dom f

b) Img C Dom f'..(fog)(x) = ffg(x)) = 3(x* +4x) - 2=3x2 +12x — 2
Dom fog = Dom g

Nota:Muitas vezes, sio dadas duas regras fix) e gfx) sem se especificar quais
sdo seus dominios. Entdo, para se obter gof o dominio de f deve ser es-

colhido de tal sorte que Im f'C Dom g. Mesmas considera¢des para o ca-
so de se querer obter fog.

Exemplo 2
1 A S
Sejam as fungdes f{x) = 1 e g/x) = x*. Determine as fun¢des fog e gof.

Solucao

Temos

a) (gof)(x)=glf{x))=(t{x))* = (—*—_,,r : 1)

sendo Dom gof = Dom f= {x ER| x # 1} 69
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~ i =1 _ _1
b) (fog)x) = t{g(x)) = el 1 -

sendo Dom fog = {x €ER | x #% 1} = Dom g. (Toma-se Domg = {x ER |
| x #+ 1} para que exista fog)

Exemplo 3 o
Sejam as fungdes fix)=+/x e gfx)=x?2.
Determine as fungdes gof e fog.

Solucdo.
Temos

a) (gof)x) = g(flx)) = (fx))* = (v x)* = x
sendo Dom gof'= Dom f'= {x ER | x =0}

Observacdo :
Cuidado! Aqui, como (gof)/x) = x, vocé fica tentado a colocar Dom gof' =R,

0 que € um erro, porque gof é uma composi¢do e seu dominio nio pode ser maior
que o Dom f que ¢ o da fungdo de partida.

b) (fog)(x) = flelx)) =~/ g(x) =~/x* =|x]|
Dom fog=Domg=R
Exemplo 4

Seja a fungao .
h{x})=(x* —1)'° xER |
Ela pode ser considerada como composta gof das fungdes
f R —— Rdada por fix)=x? — 1
g :R —— R dada por gfx) = x'°
Exemplo 5

Seja a fungdo

hix)= Y(x +x+ 1] xER
Ela pode ser con‘side:ada como composta gof das func¢des
f:R ——R dadapor fix)=x% +x + |
g 'R ——R dada porg/x) = \3/;_



3.7. FUNGCAO INVERSA

Seja f : A —— B uma fungao bijetora. Sendo sobrejetora tem-se Imf = B,
0 que significa dizer que para todo y € B existe pelo menos um x € A4 tal que
fix) = y, e esse x é Unico, porque f ¢ injetora. Podemos, entdo, definir uma fungio

g:B— A

que a y € B associa o tnico x € A, tal que f{x) =y, ou seja,

gy)=x <=>f(x)=y

Definicao (Funcao Inversa)

Se f A — B é'bijetora, a fun¢ado
) e I |
definida por '
gly)=x <= fix)=y
denomina-se fun¢do inversa da fung¢do f e costuma ser indicada com f~'.

" A Figura 3.25 ilustra o entendimento de fun¢ao inversa.

A B8

Figura 3.25
T_emc-s. entio:
flof = id 4(id 4 = identidade de A ), isto é, ' (fix)) =x, ¥ xE A

fof™' = idpfidg = identidade de B), isto é, f{f"'(y)) =y, ¥ y €EB

Relacdo entre os Grdficos de fe f!

Observemos em primeiro lugar que os pontos P = (a, b)e Q = (b, a) do pla-
no sao simétricos em relagdo a bissetriz y = x do 19 e 39 quadrantes. De fato, o
quadrilatero PAQB (Figura 3.26) é um quadrado, pois 71



AP-0B~b

AQ=PB=b —a

Logo, Pe () sao vértices opostos desse quadrado, e como num quadrado as dia-
gonais sao perpendiculares e se cortam ao meio, resulta d = d’, onde

d = distancia de P a bissetriz y = x e
d’ = distancia de (J a bissetriz y = x. [c.q.d.]

Figura 3.26

Consideraﬁdn—se, entdao, uma fungao bijetora f: 4 —— B e sua inversa
f~' : B —— A, seus grificos sio simétricos em relagao a bissetriz y = x do 1%e
39 quadrantes, pois

fa,b) € Gf <> (b, a} € Gy
De fato,

(a.b) € Gf <=>b=fla) <=a=f"(b)<=>(b,a) €G!

A Figura 3.27 representa os grificos de duas fungdes inversas:

EIXO DAS
ORDENADAS

B

EIXO DAS
ABSCISSAS

72 Figura 3.27



Exemplo1

A fun¢do f : R — R dada por f{x) = 3x + 1 ¢ bijetora. Logo, admite inversa
f"1:R—R
Vamos dar dois modos para se obter uma férmula para /'

19 modo. Sendo y = 3x + 1 a fun¢do f dada, basta tirar x em fun¢do de y, o
que nos da

x= ‘y; :
logo,
_ i)
Finl= JTI Vy ER, ouseja, [ (x)= = 3+ YXxER
20 modo. Sendo f{f~'(y)) =y, ¥y ER, segue que
- ~ -1
1=y s =2 vyer
Os gréficos de fe [ estdo representados na Figura 3.28.
Vi Vi
f
y =X KX
1 = 1t -
izt —"_ w il Vel ~
112 X | 01 1 X
Figura 3.28 Figura 3.29
Exemplo 2

A fung¢do f: R, — R, dada por fix) = —1_ ¢ bijetora.
Logo, admite inversa
f':R,—R,

Expressao de /™'

* R,=R - {0}



. . 1 ) : ~ .
19 modo. Sendo f dada porir= ——. tirando-se x em fung¢do de v, vem
4 - '

I
_'r — —
v

logo,

yi= li— ¥ reR,

Aqui temos explicagdo para por Im [ = R, pois se vocé tem F

Imf=Domf! =R,

20 mode

Y v)) ¥y € Ry

ﬁ =y ou f~fy)= —]I— TER,
Excepcionalmente acontece aqui que
f=r
O grdfico estd representado na Figura 3.29.
Exemplo 3. Funcéo \/x_

A fungdo /' : R — R, dada por f/x) = x? ndo & bijetora. Considerando-se

uma restricdo dela que ¢ a fungdo f,: R, —— R, dada Por fi(x)=x? temos que
ela ¢ bijetora. Logo, admite inversa que ¢ a fun¢ao g : R, — R, dada porgix)=

Temos o grifico:

74 Figu.ra 3.30




3.8. FUNCOES IMPLICITAS

Suponhamos agora que seja dada uma equagao envolvendo duas varidveis,
digamos x e v, do tipo
fix,y)=0C (1)
onde C ¢ uma constante real. Esta equagdo geralmente ¢ representavel graficamen-
te por uma certa curva do plano cartesiano Oxy. Algumas vezes esta curva pode ser
o grafico de uma fungdo. Mas, geralmente, isso ndo acontece. O que se pergunta €:
ndo existe um “trecho’” da curva em que seria possivel exprimir y como fungao
de x (ou, entdo, x como fungdo de v) Tl
f:A—B (2)
para determinados subconjuntos 4 e B da reta? Quando a resposta € afirmativa
diz-se que a fungdao (2)* ¢ definida implicitamente pela equagao (1) .
Exemple 1 '
Seja dada a equagao
ot =Y

que, representada graficamente no plano Oxy, nos dd uma circunferéncia de centro
na origem e raio 2 (Figura 3.31). F claro que a circunferéncia em questio nio é
grifico de uma fung¢do. Mas podemos separar “‘trechos’™ em que podemos obter
v como fungdo de x:

i) f:[—2, 2] — R. dadi pory = fix) = \/E‘—_uxf cujo grifico é a semicir-
cunferéncia acima de Ox, ou. entdo, i

i) f, :[-2.2] —— R_dadaporv = fi(x)= 4 — x> cujo grifico ¢
a semicircunferéncia abaixo de Ox ou, se quisermos tirar x como fungao de y,

iii)g :[-2.2] — Rs x = gfv)=vV 4 — yE cujo grafico ¢ a semicircun fe-
réncia a direita de Oy - :

iv) g, | 2,'2] —+ R_ x = g,fv]= -~/ 4 }T cujo griafico € a semicir-
cunferéncia a esquerda de Op.

0, 2)

x|

T (=2.0) ] J2.0)

(0, —2)

Figura 3.31

Mesmo com fesposta afirmativa, muitas vezes a fungio f : 4 ——— B nido tem cxpressao
explicita.
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Exemplo 2

Seja a equagdo

¥ x=0

cuja curva no plano Oxy é uma parabola (Figura 3.32).

Yi

Figura 3.32

E claro, ela representa uma funcdo quando x € tirado como fungdo de v, ou
seja, a fungdo x =y?. Mas se quisermos v como fungdo de x ela ndo representa
fun¢do. Mas, neste caso, podemos separa-la em dois ‘trechos™.

i) /' : R. — R, dada por y = f{x)=\/x cujo grafico ¢ a parte acima de Ox
da pardbola, e,

i) fi : Re —> R_ dada por y = f,(x) = — v/x cujo grifico nos da a parte
da pardbola abaixo do eixo Ox.

3.9. FUNCOES ELEMENTARES
DEFINICAO (COMBINACAO LINEAR FINITA)

Sejam fy, f5, ..., fn fungdes definidas num mesmo conjunto 4 e a,, a,, ..
., @y N nameros reais, n natural = 1. A fungio f: A —— >R definida por

f=a\fy +ayfy + ... +apfy
¢ denominada uma combinagao linear finita de f, f5, ..., fi.

Uma fungao da lista abaixo, ou uma combinagio linear finita delas, é deno-
minada fungao elementar pelo simples fato de serem as fungdes que mais comu-
mente se usam.




1. Fungoes Algébricas
Diz-se que uma fun¢do y = f{x), definida num conjunto A, é algébrica quan-
do ela é solugao de uma equagao algébrica do tipo
P(x,y)=Po(x)y" +Py(x) Y=V #... # Pp_y(X)y + Pn(x) =0

com n naturai = 1 e Po(x), Py(x), ..., Pa(x) polindmios em x, isto é, existe um
subconjunto 4 C R de sorte que para todo x € A existe um unico y €R tal que
Pix, y)=0.

Exemplo 1

Um polinomio y = Pfx/) ¢ uma fungdo algébrica, solu¢io da equagao y -
- P(x) = 0, para todo x ER.

Exemplo 2

Prx)
Ofx) |
da equacdo Q(x)y - P(x )= 0, no conjunto 4 = {x ER | Ofx)# 0}

Uma fungdo racional fraciondria y = é uma fungio algébrica, solugdo

Exemplo 3.

A fungdo y = ¥/x, n impar, x € R, ¢ algébrica pois é solugao da equagio
algébrica y" - x = 0. : '

2. Fungdes Transcendentes
Chama-se func¢do transcendente uma fun¢do que ndo € algébrica. Sdo trans-
cendentes:

a) A fungdo exponencial e sua inversa, o logaritmo.
b) As fungdes trigonométricas e suas inversas.

3.10. FUNCAO EXPONENCIAL

Vamos estudar a fungdo f : R, —— R dada por f{x) = a* e que é denomi-
nada fun¢do exponencial. Para isso precisamos primeiramente definir o que é
2% com @ um nimero real > 0 e # 1 e x um namero real. Para isso convém lem-
brar a defini¢do de ¢” para r um namero racional. |

Definicdo
Sea>0er= Li; ¢ um nimero racional, definimos & = P4 - 4 aP

Evidentemente compreende-se que se tome g > 0, pois, para g < 0, nem sem-
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pre é possivel calcular-se poténcia com expoente negativo bem como raiz n-ésima
do nimero a. Como caso particular da defini¢do anterior, tem-se:

1
Propriedades
Para quaisquer 7, s € Q tém-se
1.d-d ="
2. (d F=d®
3. (abJr=ar - b’

r --
a
4.®.—

-ﬂs

ar b#0) -
= (b #0)

Estas propriedades decorrem imediatamente de propriedades andlogas para :
as poténcias e rafzes de bases positivas.

PROPOSICAO

a) Sea>ler<s=—>4a"<g’
b) Se0<a<ler<s=>g" >4

A prova desta proposigdo ser feita com base nos lemas 1 e 2 que seguem,

LEMA 1

a) Sea>1ennatural > | =gl > |
b) Se0<a<lennatural =1 == < |

Prova

a)Sea>lentioa= 1+hcomh> 0, e, pela desigualdade de Bernoulli
(n? 1.8, exerc. 3.b) tem-se

a'=(1+h">1+nh>1

b) Se 0 <a < 1, fazendo-se b = El—} 1, vem, pela parte a),

1 n 1 :
n_ = — -l
78 b —(a ) 7 > 1, ou seja, g < | [c.q.d.]



LEMA 2

a) Seablennatural;z-——-}”\/a =1
b) Se 0<a<1ennatural > 2=—> {/q < 1.

Prova

-a) Admitindo-se que, por absurdo, seja \/n a <1 teremos, pelo Lema 1,

n
("\xa ) =g <1l,o0useja,ga<1,
contra a hipotese. Logo, se 2 > 1, teremos forgosamente que Va4,

b) Demonstra-se de forma andloga a a).
PROVA DA PROPOSICAO
a) Ser <sentio s - r = % racional > 0. Logo, se a > 1, pelo Lema 1

tem-se a” > 1 e, pelo Lema 2,9/ > 1. donde
a-L =51
q

Multiplicando-se por & > 0, vem
@ >d

b) Demonstra-se de maneira anéloga a a).

Vamos definir agora a poténcia ¢X para x um nimero real qualquer.
Defini¢cdo

a) Sejaa > 1 e x um nimero real . O conjunto
X=1w@|reQer<x}

é nio vazio (pois 1 e X) e majorado (tomando-se m € Q e m > x temos que g™
€ um majorante de X), logo tem supremo. Definimos

aX = supX
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. 1 .
b) Se 0 <a <1, tendo em vista que 7 = | reduzimos este caso aos anterio-

res pondo
1\ X
- ()
a

Se um numero real x ¢ racional, temos, entdo, duas defini¢des para aX, uma
quando x € encarado diretamente como racional e outra dada anteriormente. Mas
¢ facil perceber que elas coincidem.

PROPRIEDADES

Observacdo:

Para quaisquer x, y € R e g e b positivos e distintos de 1, tem-se
1. ="
2. (@) =Y
3.(a*bff=a" - b*

ol

a* i
o = -V
S.Hy a~

As demonstragoes sdo bastante trabalhosas e por isso deixamos de fazé-las.

Proposicdo
a) Sea > 1, para quaisquer x, y ER comx <y —=aX < gV
b) Se 0 < a < 1, para quaisquer x, ¥y €E R com x <y == aX > gV

Prova
a) Vamos supor inicialmente x < y. Existem, entdo, r, e r, racionais
tais que
B T

Sendo

aX =sup {@a"| r€EQ e r< x}
e

@’ =sup {a5|sE€Q e s<y}
teremos

ax<dr <dr<ay

ou seja,

aX << gV



b) Reduz-se imediatamente ao caso a) a:n::-m;idv.t:r::‘mn:i0-:~:f:i g [c.q.d.]
: a

Fungdo Exponencial
A fungdo f: R — R dada por
fix)=a*
¢ denominada fun¢ao ex_ponenciai de base q.

Temos

a) Dom f=R Imf=Ru={yE€R|y >0}
b) Grifico -

i) a>1

Yi

\
nu|l_. T

I
i
o
Y
x

Figura 3.33

ii)0<a<1

Figura 3.34

Um caso particular importante é o da fungdo exponencial f{x) = X, x € R,
onde e = mimero de Nepper = 2,718 281 828 459 ...

3.11. FUNCAO LOGARITMO DE BASE A

A fungdo exponencial de base a, f : R —> R, dada por f{x) = ¥, é bijetora,
logo admite uma fung¢do inversa

£:Re — R
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que ¢ denominada logaritmo de base ¢ e indicada com log,. Tem-se, entao,
x=log,y <= y=a*

Temos, pois,

a) Dom log; = R+ Imlog; =R

b) Grificos

i) Base a >'1

b L

Figura 3.35

Um caso particular importante é a fungdo logaritmo de base e que vamos in-
dicar com f{x) = x, x €ER...

ii) Base 0 <a <1

fix) =a* ¥ y=X

ak

a 1\ :;
gix) = loga X

Figura 3.36



3.12. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Com o que foi exposto até o presente momento ndo temos condigOes de .

definir tais fungdes de modo rigoroso. Vamos, entdo, descrevé-las de modo pura-
mente geométrico.

a) Funcdes Seno e Cosseno

“Consideremos sobre o plano cartesiano Qxy um cfrculo orientado no sentido
anti-hordrio,* de centro na origem do sistema e de raio unitario. A circunferéncia
desse circulo tem equagdo.

x*+pt=] _ : (1)

e fixemos o ponto 4 = (0, 1) da circunferéncia como origem de con tagem dos ar-
cos orientados AT sobre a circunferéncia.

A um nimero real ¢ fazemos corresponder um ponto 7T da circunferéncia,
de modo que o arco orientado A7 tenha medida algébrica ¢ (em radianos). O
ponto T'= (x, y) tem ordenada y que é chamada sent e abscissa x que é chamada
cos ¢ (Figura 3.37). Podemos, entdo, definir as fungdes seno e cosseno como segue:

sen: R — R cos: R — R
! —— sent t —— cost
yhg
sen th---- : —--IT= (cos t, sen t)
1\t
; a
A’ 0 cost|Aa X
BJ’
Figura 3.37

* O circulo estd orientado quando fixado um ponto A de sua circunferéncia, um dos senti-
dos de percurso da mesma, a partir de A, é considerado como positivo, no caso o anti-
-horério. O outro dos percursos logicamente serd o negativo.
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Temos
i) Em primeiro lugar.Dom sen = Dom cos = R

Quando o ponto T varia sobre a circunferéncia a sua ordenada varia de -1 a
+1, e também a sua abscissa x, de modo que Im sen = [-1, 1] = Im cos

ii) Como T = (cos r sen t) é um ponto da citada circunferéncia temos a relagao
fundamental cos?t +sen?r =1

iii) Periodicidade do Seno e do Cosseno

Como vimos, ao nimero real ¢ corresponde um ponto 7 da circunferéncia
(1), extremidade do arco orientado AT e tal que a medida algébrica em radia-
nos de AT é t. Com os niimeros reais

t+2kn keZ

temos todas as medidas dos arcos orientados A7 da mesma origem A e mesma
extremidade T, logo,

sen (t+ 2km)=sent e cos(t+ 2km)=cos t
O menor nimero 7> 0 para o qual
sen (t+T)=sent e cos(t+T)=cost

¢ T= 2m que é denominado periodo dessas fungdes.

iv) Vamos aceitar sem demonstrar as férmulas

senfa+b)=sena+cosh+senb * cosa
cosfa+b)=cosa-cosh—sena - senb
sen (-¢) = -sen ¢
cos (-t) = cos t

|sent |<|t|
v) Variacdo
{C:IrESCE
—=desloca-se
Variagde | \d{-:jcresce
| SENO ,
t 0 e /2 e B / 3nf2| 7 2T
¥ A | —= B i A’ —- B’ —- A
sent | 0 | 7 |1 | Nl o]~ ] 9] 1o
COSSENO
t 0 g mf2 | _~ 4 o gl 2m
T A — B — A’ —- B’ — A
cos t 1 S 0 Sa -1 il 0 el 1




vi) Grdficos

FUNCAO SENO

Figura 3.38

FUNCAO COSSENO

vi

5m  -2r -3 /n ) 1\/3_11 2n b
2 2 2 - 2 2 2
Figura 3.39

b) Fungdo Secante

Chama-se fun¢do secante a fungdo

Fat—> sect=

Temos

cos !

i) Domsec= {t ER| cost# 0} = {rERIrqﬁ—z+k1§,kEZ}

ii) Como -1 <cos t < 1, teremos

para0<cost <1

— 1<

1
: < +ooou | <sect < +oo




< -1 ou —eo <sect < -]

1
cost

é _m{:

para-1 <cost <0

J=e0, ~1] U [1, +oof

- Im sec

iii) Periodicidade: t € Dom sec

cos (t + 2km)
2m

sec (t + 2kw)

L T=

2m

#,a'

| 3n/2

//"'

A(

G

m/2

;f;#

iv) Vi ariagdo

CO5

sec

v) Grifico

[y —

el T S ——

Figura 3.40

¢) Fungdo Cossecante

Chama-se cossecante a func¢ao

1

sen t

f it —— cossec t

36



Temos

i) Dom cossec= {ER|sent #0} = {ER|t#km kEZ}

ii) Como -1 <sen t < 1, teremos:
1

para0<sent<1 —= |<
sen ¢
para-1 <sent<0—= -2 :
. sen t

.. Im cossec = |-o00 | 1] U [1,+oqf

iii) Periodicidade: t € Dom cossec
cossec (t + 2kn) = cossect

T = periodo = 27

iv) Variacao

= -] ou -eo<cossect<-1

< +eo pu | %cussecr{-i-m

t 0 | " |x2] 2~ | ol _~ l3a2] | 2¢

T Al —=] 8| —!la]l —=1]8]—]|a
sen 0 s 1 S |1 0 R -1 P il 0
cossec A e 1 e A ™ -1 | NG B

v)-Grdfico

Figura 3.41
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d) Funcao Tangente
Chama-se tangente a fun¢ao

sen t

T =
f —'—>th Cosft

Temos

i) Dom tg= {t€ R |cost+# 0} = {IERII%—E— + kn, k € Z)

i
2 b

Vamos fazer uma tabela olhando que

ii) Variagio em [0,—;’-{ e == ]

tgt=sent+sect

t 0 il /2 e m
sen 0 - & 1 F o 0

sec 1 i I N -1
tg 0 il A —-—m--""'" |::|4
iii) Periodicidade
Sabemos que sen (t +m)=-sen t
cos(t+m)=-cost
logo,
sen (t +m) -sen t 2
+ = s = E D t
g(t+n) cos (t+m) -COos ¢t 81 ¢ om 8

T L m —
Em vista do item ii) a tangente em [0, > [ eem ]—g—, m] tem variagdes
distintas; logo, ' '

T'=m é seu periodo.

Resulta imediatamente que se 1 € Dom tg

tg(t+km)=tgt kEZ
iv)Imtg=R
v) £ € Dom tg, sendo cos®t +sen?7 = 1, dividindo-a por cos®f, obtemos:
1 +tg?r = sec?s

88 i) Grifico



=
& T - — — — = =
[

Figura 3.42
e) Fungdo Cotangente

Chama-se cotangente a fungdo

cos !
sen f

Fopr—ronlgt=

Temos:

-1 0 T 2
=
—am —3n —n;’? 3n b

i) Dom cotg= {t ER |sent # 0} = (tER|t+km kE L}

it) Variagdo no Intervalo 10, n|

Vamos fazer uma tabela tendo em vista que

cotgt=cosf * cossect

t 0 g 2| — m
cas 1 T~ 0 S —1
cowsz | 3 |7 | 11 " 3
cotg 2 |7 0 T~a-co| 3

iii) Periodicidade

De forma analoga ao caso anterior, se t € Dom cotg
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cotg (t+m) = cotg ¢
e pelo item ii) concluimos que
T = m é seu periodo
iv) Im cotg = R

v) Se t € Dom cotg, sendo ¢os’t + sen®r = 1, dividindo esta igualdade por sen?t,
obtemos .

1 + cotg?t = cossec? ¢

vi) Grifico

I I v I il

i | i | I

1 | | 1

| | | |

i I | 1

i I [ !

I I i |

I i I I

1 | 1 I

i I [ I

I I . [ [

i I I 1 I

—5m/2 ! —3n/2 | -m/2 /2 -| 3In/2 | t
-2 —m 0 w 2n  5nu/2

1 I | =)

I | i I

= | I i

I [ I [

| 1 1 1

| | I I

I [ I I

| I I I

I | | ]

i I 1 i

I | I I

Figura 3.43

3.13. FUNCOE‘S TRIGONOMETRICAS INVERSAS

3.13.1. Fung¢do Arcsen

Como jd vimos a fungdo seno ndao ¢ bijetora. Entretanto. a parte dela que é de-
nominada restrigdo principal e que é a seguinte

sen : [- =, = ] —— {-1, 1]



¢ bijetora. Portanto, admite inversa que ¢ a fungao

]

arcsen :[-1,1] — [-—i)

I.‘\JIEI

de modo que
X =arcsen y <——>y =senx

- Temos o grifico:

x|

Figura 3.44

3.13.2. Fungédo Arccos

Chama-se restricdo principal do cosseno a fung¢do
cos : [0, ] ——— [=1,1]
e que € bijetora. Logo, admite inversa que é a func¢do

arccos : [-1, 1] —— [0, 7]
de modo que '
x= arccﬁsy <>y =cosx
Temos o grifico

vi
arccos, - - -

x |

Figura 3.45
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2.13.3. Fungdo Arctg

Chama-se restricao principal da tangente a tungdo

[ — R

o | =
r4]=:l

tg : }-_

que ¢ bijetora. Logo, ela admite inversa que ¢ a fun¢io

arctg:R—'*]——i:-.

i

m
= |
de modo que

x=arctgy <—> y=1tgx

Temos o grifico:

e e | e g o - e - - -

Figura 3.46

3.13.4. Fungdo Arccotg

Chama-se restricdo principal da cotangente a funcao
cotg : JO, 7 —— R
que ¢ bijetora. Logo, ela admite inversa que é a fun¢do

arccotg : R —— 0, n|
de modo que
X = arccotg y <——> y = cotg x
92 Temos o grifico:



arccotq
- e
X

Figura 3.47

3.13.5. Fun¢do Arcsec
Chama-se restri¢d@o principal da secante i fungao
m m
sec 1[0, U |5, m] —— [1, 409 U J-o0, 1]

que € bijetora. Logo ela admite inversa que é a fungdo

m

arc sec : |~eo, -1] U [1, < 0,1 U
tal que _ . Lot [ 2[ 15> 7l

X =arcsecy <——> y =secXx
Temos o grafico:

arcsec !

//f arcsec
|
L

0 w172 3n =

b A '

T=--

[
I
[
|
X
I
I
I
|

x

sec

I
|
I
i
I
I
I

Figura 3.48 | 93



3.13.6. Funcgdo Arccossec
Chama-se restrigao princip2l da cossecante a fungdo
m m
cossec: [— 5 O[]0, -2-] — Jroo, 1] U1, +oof

que ¢ bijetora. Logo, ela admite inversa que é afun¢io

(ST
| ]

arccossec: |-oo, -1] U [1, +oo[ —— [- %,0 [U]{],
tal gue

X = arccossec y <——> y = COSsecC X

Deixamos a cargo do leitor a confecgdo de um gréfico.

3.14. EXERCICIOS RESOLVIDOS

e
x+1

1. Sendo f dada por f{x) =
pede-se
a) determinar Dom f;
b) mostrar que f ¢ injetora;
© ¢} determinar Im f.

Solugdo

Temos

a) Domf= {xER[

x_

x+

1;{1]
1

Devemos, entdo, resolver a desigualdade:

¥—% =0
x+ 1

Para isso, fagamos uma tabela contendo os sinais do numerador (N), do denominador
(D) e do quociente (Q): '

. ORI 13 T 1 41 W
N w

D — — =1 ++++++++4+ 4444

0 +H+H+4-l - — I++++++
—

Resulta, pois, Dom f= x ER|x < -1 ou x = 1}
b) Mostremos que f¢ injetora. Suponhamos que existam x,, x, € Dom f, tais que

fix1) = fixz)



isto €,

X1 — o xq — 1
x1+l X2+].

xy -1 _ x3 —1

x1+l I‘z“‘].

xyf; X — X, —/=x/|fg - X3 +x2 —/I”

Elevando-se ao quadrado, vem

donde se obt em,

% lx] = 2x5 —"—..-—"’*xl =X2 E [c.q.d.] -

c) Para se determinar Im f observando que f € injetora, podemos tentar obter uma expres-
- sdo paraf"l e, se isso for conseguido, teremos

lrrl_,l"=[Itu»m_p"_l
Temos’
i x—1
b x+k

Tentemos obtérx em fungdo de y. Temos

. x—1
¥ x+1
ou seja,
y1x+y2=x—l
ou
yzx-—x=—1—y2
ou, ainda, 1 gl
xpy?-1)=-1 —y? Lx-= 1—‘;-}
Pnrtﬁntu, 9
1 1+y
A= Toyi*?” =0

Daqui, obtém-se :
Imf=Domf ' = {y € Rely # 1}

2.Sejaf :A —>[-8, 1[ dada por

3+ 2x
Hx) = FET
—X
Pede-se
a) determinar 4 ;

h} verificar se f ¢ sobrejetora.
Solugdo:

a) Como queremos que os valores dessa funcdo estejam no intervalo [ -8, 1] devemos ter

3+ 2x

8 < g

X
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Vamos resolver as desigualdades. Temos

_ 3+ 2x 342 34 2x+ 812
i 85;__:.'}_ e D,_H{_q__l_- + 8 — 0% - X + 8 i =
2-x 2 - x LR
. -bx + 19
— o< 22

Fazendo uma tabela de sinais:
19
N HHHH b -

2
D ++++4++

19
0 ++++++§_-_ C 6
Portanto,
ortanto 19
x < 2?2 ou x ??
E também devemos ter:
3+ 2x 3+ 2x 3+2x — (2 - x)
i) g e 0 g e o0 o) =>
2-x 2 —-x i A
3x + 1
— <0
2-x
Fazendo uma tabela de sinais:
_
N - — I+t++++++H A
ar b Y -  i
D+ 2 - -
S L
g =S j +++ 2 - —
Fortanto, |
o ? ou x > 2
O conjunto A ¢ a intersecgdo das solugdes i) e ii), ou seja:
19

1
A=1xERtx{—Tnux?f?

b) Para verificar se f ¢ sobrejetora devemos verificar se ¢ possivel determinar uma expres-
sd0 para f"] e com.cla examinar o Dom f'l = Im f para verificar se algum ponto do
intervalo [-8, 1] € excluido. Em primeiro lugar é preciso verificar se [ € injetora. Para

issa, suponhamos que existam x 3, x3 €A para os quais

fix1) = fixa)

ou seja, ’
I+ lxl 3+ 2..‘4‘.'2

2 X1 l—x!

ou
/ﬁJ = 3.1'2 +4.‘I‘.'l - Ex/xg_ =ﬁ+4_1'2 =23 3){1 - 2):',{1‘2

ou
Txy = 1x7 ==X = X3



T TR F 5 - — |
Portanto, f¢ injetora. Tentemos determinar uma expressio para f 7

lemos

donde e tira

2y —xy=3+2x

ou
, —— j 2
x+xy=3-2y . x= —
. & 2 +y
Ty
- | =¥
S 6 VR
24y
Como -2 ﬁf l]'rul‘rl_i"_l e -2 € [ 8 1]. resulta que a fungio f ndo € sobrejetora, por-
que ela ndo assume o valory = 2.

3. Dada a tungiao
3

=% w 2SS x =0
fix) = X +d w0 <x <2
2 ve x < 2oux >2

pede-se:
a) fazer o seu grafico;
b) determinar o conjunto Im f.
Solugado:
a) bste griafico € constiturdo por trés trechos diferentes,

Temos:

g

]
pyfF=—-—-

Figura 3.49
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b} Pelo grafico da Figura 3.49, temos
Imf={-2}U]Jo, 8]
4. Mostre que a fungdo
fix) ==xt+4x -5 x € ]-oo 5]

admite inversa e obtenha uma expressdo para essa inversa.

Saﬁ-a!pr.z‘ﬂ:
E facil perceber que Im f = ]-22, 0]. Provemos que
f: }..m‘ _5] _.__._._.;.] -0, U'}
¢ injetiva. Supondo que x,, x; € |-, 5] sdo tais que

fix1) = fixa)

ou seja,
,2 i ]
Vxg +4x, -5 = —\/xz + 4x, -5 -
teremos : T
2 2
X +4I]-/g=.¥2 + 4x, /5/
ou
2 2
, X =Xy + 4(x1 —x3)=0
ou ainda,

(X —x3)(x; +x3+4)=0
0 que nos da
Xy =X OU X3 =-x; —4
Provemos que x2 = —x; - 4 ndo € possivel. De fato,se x; € ]-o, -5}
Teremos
X = —5
ou
—X1 ;;‘5
o que nos da _
X2=-xy -4 21 e xy & ]-o0,-5]

contra a hipotese. Logo, s6 podemos ter x; = x, e f¢ injetora. Portanto, f ¢ bijetora e admite
inversa
r -0 ——}-=-s)

Para obter a expressdo de fl , sendo ¥ = f{x) dada por y = — \/::cz + 4x — 5: basta
obter x como fung¢do de y. Teremos

yl=xt4+4x -5 ou x* +4x - (5+y*) =0

Resolvendo com o uso da formula das raizes de uma equacdo de 29 grau, vird

4t S16+aG+yY) -4t 36+ 4y

? 2

X =

O duplo sinal que precede o radical nos diz que, para cada v, temos dois valores para x, o que
ndo € possivel. Observando que quando y =0 devemos ter x = —5, vemos que o sinal — é o
que deve ser escolhido, ou seja,



N RO 4r2
3§-+ d para y € ]-== 0]

) =- :

5. Dadas as fungoes * _
T
fix)=tgx  Domf={x ER|x #* — +kmk €z}

gix) =N 1-x* Domg=[-1,1]

obtenha gof e fog = seus dominios de definigio.

Solugao:
wof)ix) = g(fix)) =~ 1 - (fix))? =1 -1g%x
x € Domf|-1 Stgx < 1}~

Dom fgof)

™ T .
X ERI—?+kﬂ£x£:+kn_k =)

tfog)ix) = 1igix)) = te(eix)) = g\/1-x2
Dom fog = v € Domg |/ 1 _xL £ ;,L;ml k €Z}=1[-1,1]

6. Esboce o grafico da fungao

|
fix) =sen —  x F 0
¥

lemuos
1 ) 1
i) — =Kk ETo = ~ )} = wn — = genkn=0
X

X
I

| :
o Em— Kk E R, = wn—=0
' A--n X
I n 1 m
i e ok EF =— HUH"—'ZHLTI'I(T'I' Zﬁcﬂ) =]
v 2 . X 2
1 1 2 |
R — = r_‘:} \T] =— =
'rr . (1 4;;) mak + 1) e
—~ + IKT + Pl = ; _
2 A 2
o m ‘ : m
g} i +hmkE 7 :'}Wnl~'? + 2km =-1
v 3 _ 2 .
) | 2 . |
R — = =TI = sen— = =|
- + 2km =t B

1]
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iv) Grafico

X f(x) m_ SN, e B e
|
2/n 1 : i
1/7 0 .: 1:
1 1
2/3m | -1 : :
1/2n| O .' :
| |
2/6m | +1 | 2 I
. ! 31!_ :
D ................... : } 1 2 i
~2/57 | -1 : i ki "
| |
-1/2n 0 : i
| i
-2/3n 1 i L
: : +00 > > £
-1/m 0 : l m
] |
2/ | -1 IR G
LAl 2 Y et
Figura 3.50 _ o

3.15. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Calcule ffa) sendo dados

a) a =-1 ¢ j’(xj=x2—1r+2:
3
x =1
by a=0 : fix) = :
e fix} =R
7 2
¢l a=— ¢ fix)=—;
£ X
3 2
] X7 =3x" + Iy - |
dya=1 e x) = _
: fx) x¥ - 5x 4 | '
. fix) — ffa) .
2. Calcule ——————— | fazendo as simplificaydes possiveis supondoque seja x Fa, nos se-

X —a
EUintes casos:

a) fix) = 4. by frx) = x3.

]
100 oV ftx) = —: d) fix) = ax?.




Determine o dominio de defini¢io das seguintes fungoes:

a) fix) =~/x+5 : by fix} 1\/-3:# x? .

-x + 2 _ —bbr+i_£
c) fix) = ] ; dy fix) = a T'ﬁ_ :

e) fix)=\n =~ : 0 fix) =+/5 +ax-x2;

x + 2
¥r 42 3
g) fix) =~/ ¥ -x? : hy fix) = :—;‘]—
X

Vi 1—.1-:.! - 6x +16)

xS +x 4+ 20

_ o N - PR Lo <

e Elw A '
: x-1

1y ffx) = \/;_'_ : #Unix® - ax - 5y my fix) = Yt sy 12+

. i “3x +2 ; x
n) fix) = o1 sr iy | o) ffx) = arcsen e
2
) 11x) (l st ) t1x) = fn cos 2
X) = arceo , : ( x) = c08 2x.
P arceos flog, 0 ) 1 cos Ix
. Seja f: A ——R,. Determine o dominio A para as seguintes fungoes f :
a) fix) =3x+1; by fiv) =x2 —sx +6:
y x -5 ; ]
ofx) = : hy fix} = :
“He | = x ¢ j )I _:,_'? =
2 " X
o) fix)=]3-x]|-1I: Iy fix) = logy —.
7 10

. Sejaf:A ——{0, 1]. Determine o dominio 4, sendo f dada por
| x|

ad _r'l'.r-‘-'f=3=:—]; by fix) = ——:
X
i fivi = -\'2 A+ 3; ll] nr‘)l - T
J-x
. _ 3o+ Ay
o Sejaf A > [-9. -1 dada por ffx) = _j__il Pede-se:
— _".'

a) determinar A

by mostrar que f ¢ injetora;

) overificar se f e sobrejetora.

5 j 4 -1l

FooSepuf oA ——> ]I. ]{}] dada por fix) = Tk Pede-se:

- 2N
a) determinar A1
b)) mostrar que f ¢ injetora:

cloventlicar se 8 sobrejetora.

8-x

x+27
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8.

10.

10 + 3x

Sejaf : A — |4, 1] dada por f(x) = TETL Pede-se:
a) determinar 4:
b) mostrar que f € injetora;
¢) verificar se f é sobrejetora.
Dé o dominio e esboce o grafico:

1
a) f{x}=-x—_1; : b) g(x) = sen 2x + 2;
¢) fix)=1x+3|-2 d) gfx) =27,
e) f1x) = @n (x? + 2x); f) h(x)=2+(x-1)%
_ x -1 ' 1
g) ffx)=T; h) hfx)=?;

2
i) ffx) =x senx; i hy =2",
1) gft)=1 sen%- : m) hfv) =v1cus-:—;
n) £(x) =x2 T 1 (serpentina de Newton);
0) fix) = v/x*  (pardbola de Neil):
Ny :
p) fix) = " (curva de probabilidades);
1 s

q) £(t) = \/sent ; n fix)=>7+Ixl;
$) fix) =x +[x]; v &x) =[x’
) hfx) = [x]?; v) fix)=[1x1]
Construa o grifico e determine o conjunto imagem das seguintes funcdes:

x* se  -1<x<1
a) fix) = 1

| -2 se x<-1oux>1

ioig

-4

-:_ 75 se x¥#-2

by fix) = ‘1 :
3 58 X =<2

[ x® e 0<x<2

¢) fix)= 4 -x*+9 se 2€<x<3

| -1 se x<0 oux_>3

x2 +4 se 2<x<0
d) fix)= §$x2-2x+1 se 0<x<2
| -1 se XA




1:3:

14.

s} s VER
ey ffx) = =X S 25 <0
- . e x <=2 pu x>

1
. Seja fix) = — . Pede-se:
' I -x

a) Domf;
by Dom fof;

|
) L‘a}L‘uIarf(—) :
X

dy caleular fex):

el caleular fix + 7).

2. Sejam [ e g tungoes definidas num mesmo conjunto 4. Definindo-se novas fungdes

max (f, g){x) = max (f{x). g{x})

min (f. g){x) = min (f(x). g{x))
pede-se:
a) determinar expressoes para essas funcoes em termos do uso de valor absoluto.
b) demonstrar que

f=max (f. 0) + min (f, 0)

As fungoes max (f, 0) ¢ min (f, 0) denominam-se, respectivamente, parte positiva e par-

te negativa de f e sdo bastante usadas.

Dadas as fungdes ffx) e g/x) a seguir, obtenha gof e fog e seus respectivos dominios de de-
fini¢do:

a)y fix)=x 1 e glx)=x>;

) X +1] |
B SEx] e ¢ Zix}) = —;

x -1 x
s x[2 se x=0
cy fix}=sjx+] ¢ g(x) = .
0 ¢ x>0

dy fix) = |ﬂ£’-2x e gix) =x%-x-2:
e) fix) el 56 e Bix) =+/x ;

0 fix) =9 - 9x* e g(x)= cotgx;
g) fix) = cosx e gix) =+ 1-ax2,

Dada a fungio fix) = x% 4 2x 4+ 3, x =1, obtenha a expressido de sua fungio inversa, o do-
minio dessa inversa e represente fe [~ lgraj'icamentc,
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15. Dada a funcao fix) = D T x F 1, determinar

'\-"13—],

a) a sua fungdo inversa f"l :
b) o conjunto Im f.
: S 9-x?
16. Dada a funcdo ffx) = Ut & = (), pede-se:
a) mostrar que f € injetora;
b) determinar sua fungao inversa fhi
c) determinar o conjunto Im f.

17. Determine, se existir, a fungao inversa de cada uma das funcdes a seguir:

a) fix}=+/3Ix-~-1, JCE] ;-,+Dﬂ[:

by fix) =N/ x? -4,  x € ]-ee -2
o fix) =V 2-x-x2 x € [-2.1]

18. Mostre gue:

a) cos (arcsen x) =/ 1 —:s:i : b) sen {arccos x) = \/I — X

v) sec (arctg x) = \/ ! z d) cossec (arccotg x) =

19. Sejamf: 4 ——>Beg:B — R duas fun¢des. Demonstre que:

a) se feg sdo injetoras, entao, gof € injetora;
by se feg sdo sobrejetoras, entio, £of € sobrejetora;
¢) segof € injetora, entao, f € injetora;

d) se gof ¢ sobrejetora, entdo g ¢ sobrejetora.

20. Determine duas fungdes, f e g, tais que i = gof nos seguintes casos:

3
Ix + 5
1) hix) = (2 + )7 b) hix) =(_‘h)
¥l
c) hfx} = (sen 4x‘.i4 + 5 (sen 4.‘:::}1 + 2: d) hix) = geen h';

e) hfx)=3{x - [Jr]ll2 + 1.

21. Sejam ffx) = 2o g(x}) = 4 e hix) = tg x.

Diga como sdo compostas essas fungdes para se obter a fungio v(x) = 4

22, Dada a fungao
-X s x 20
ffx) =
| x| 5 o )

verifique se ela € inversivel e determine sua inversa.




23. Verifique se o conjunto dado ¢ grafico de fungdo e, em caso afirmativo, explicite-a:
2 2

0 6= (e ERNXF - =1 b G={xy ER|T 42 -1
¢) G= {x.y) ER|y*-x* =1} d) G={x.y) ER?|x=y}

e) G= lx,y) ER*|x?-2x +y? -4y = -a};

N G= {x.»ER||x|=Iy|}

24. Determine dois conjuntos 4 e B para que a equagio a seguir determine uma fungio
implicita f: 4 —B:

2 2
ad & 2 .2
Q) e i ] b -x"=1:
)4 9 ) ¥ -x
+ 1
c) ..1'2-11'+_}"2-4y:—4; d] ‘}r__, = x:
¥
e) lx|=[yl; f) xp2-p-dx=0

3.16. FUNCOES MONOTONICAS

Definicao (Funcoes Monotdnicas)

Sejaf:4 —>ReBC A.
a) Diz-se.que [ é crescente em B quando
Mx,, x, €8 com x| <x, = fix,)=lix,)

b) Diz-se que [ ¢ estritamente crescente em 58

Vx,,x, €8 com x, <x, === ffx;)<[ix;)
c) Diz-se que f é decrescente em B quando
Vx,,x; €8 com x; <x, —= ffx,) =f{x3)

d) Diz-se que [ é estritamente decrescente em B quando
VX, x; €8 com x; <x, == f{x,)>f{x,)

Em qualquer um dos casos, a fun¢do diz-se monotonica em B. Nos casos b)
e d) ela também se diz monotonica estrita em B.

Quando a propriedade ocorrer em todo dominio 4, elimina-se a locugao “em
A"

Exemplo 1

A funcdof : R —-» Z dada por f{x/ = [x] ¢é crescente. 105
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Exemplo 2

A fungdo f: R ———~ R dada por ffx)=3x + 1 é estritamente crescente.

Exemplo 3

A fungdo f: R -—> R, dada por ffx/ = x? ¢ estritamente decrescente em R_
e estritamente crescente em R, '

Exemplo 4
A funcdo f : R — >R dada por ffx)=x* é estritamente crescente.

Exemplo 5
o, 1 ; . .
A fungdo f{x)= — é estritamente decrescente em R_ «® 2N E Ryt pbp
X .
estritamente decrescente em R,.,, mas nio é estritamente decrescen te ¢emR,= R -
- {0},
Exemplo 6

A Tungdo constante ¢ monotonica em R. simultaneamente crescente ¢ decres-
cente, :

Exemplo 7
A fungdo ffx) =tg x é estritamente crescente em gqualquer intervalo do tipo

T I |
I—?"' kﬂ',—

5 *+ Aka[ com k € Z, mas nao é estritamente crescente no seu domi-

noAd={xeR|x # .gwﬁﬁm, kel
Exemplo 8
A fungao f : R —— R dada por fix)=x" comn €N 6 tul que;

a) Se n ¢ par, /¢ estritamente crescente em R, e estritamente decrescente em R_.
De fato, para quaisquer x,, x, €R, comx, <x,.a partir da identidade,

1 H H=1 I e M=
X2 =X :!Irl_T:_l _.\'|_J'I |'r.'\__1 +.‘.:r X + +.";] !
" it it S SE—— P LR i e L — T — g
>0 >0

- ! ! : H I .
concluimos x,"" - o Sy BT S€)d, X, < x3". Por outro lado, quaisquer que

sejam x, € x; em R_ com x, < x, < 0 temos:

et 3 :-:'—xz :ﬁO

donde, pelo que acabamos de ver.



fi Iy
(=, )" > (-x2)
isto é, sendo n par
x " > x,"

b) Se n é impar, /'€ estritamente crescente, o que se demonstra do mesmo modo
que em El}. [C.q.d.]

3.17. FUNCAO PERIODICA
Definigao
Diz-se que uma fungdo f : 4 — R & periddica quando existe um nimero

real r # 0, tal que para todo x € 4, tém-se

a) X+tEA;
b) fix +1t)=f{x).

O numero ¢ denomina-se um periodo de f. O menor periodo positivo T de f,
quando existe, chama-se o periodo de f, e neste caso / diz-se periddica de periodo
i

Exemplo 1

As fungOes seno, cosseno, secante e cossecante sao periddicas de periodo 7' =
=2

Exemplo 2

As fungtes tangente e cotangente sdo periodicas de periodo T = m.

Exemplo 3

A fungao de Sisifo [ : R — R dada por ffx)=x-[x] é perii‘:dica de perio-
do 1, pois,
fix+1)= .1+]-[x+]]-x+1~[r]-l*'x [x]= f{x}

e ndo existe outro nimero ¢ tal que 0 <t < 1 e que seja periodo de f'(Figura 3.52).

Y

/////////////L

7 28 8,4 =3 =2 4

Figura 3.51 | - 107



Exemplo 4

A fungdo f: Z — {-1, 1}, dada por ffx) = (-1)"" ¢ periodica de periodo 2
(Figura 3.52).

T 6 <6 4 -3 =2 -1 0 41 2 3 4 B £ =

Figura 3.52

3.18. FUNCAO PAR E FUNCAO IMPAR

Definicao

a) Fungao par. Uma fungdo f : 4 — R diz-se par quando para todo x € 4 tém-se
-xEA e f{-x)=f{x)

b) Fung¢ao impar. Uma fungio f : A —— R diz-se impar quando para todox € A
tem-se -x €4 e f{-x)=-ffx)

Exemplo 1
A fungdo f{x) = cosx, x € R, é par, pois para todo x ER tém-se -x ER e
cos (-x) = cos x
Exemplo 2
A func¢do ffx)=senx, x € R, é impar, pois para todo x €ER tém-se -x ER e
sen (-x) = -sen x
Exemplo 3
A fungdo ffx) = x*, x € R, é par, pois para todo x € R tém-se -x ER e

f-x)=(-x)* =x* = f{x)
108



Exemplo 4
A fungdo f{x)= x>, x ER é impar, pois, para todox ER,-xER e
f-x)=(-x)® =-x> = -f{x)
Exemplo 5

A fungdo tangente cujo dominio é o conjunto 4 = x€ER | x ?‘—'% t+km,

k € Z} é impar, pois para todox € 4 tém-se -x EA e

sen (-x) sen x
= =-tgXx

cos(-x)  cosx

tg(-x)=

3.19. FUNCAO LIMITADA

Definicdo 1
Diz-se que uma fungdo f : 4 —— R ¢ majorada quando o conjunto Im f é
majorado, isto é, quando existe M, € R tal que
fix)=M, ¥x€EA
Definicao 2
Diz-se que uma fungdo f : A —— R € minorada quando o conjunto Imf é
minorado, isto €, que existe M, € R tal que
My < f{x) ¥x€EA
Se uma funcao for majorada e minorada, diz-se que ela é limitada e, em con-
sequéncia, tem-se

| fix) | =M, ¥x€EA
para
M=max {{M, |, M, |}

Definicao 3

Se a fungao f : A — R é majorada o supremo do conjunto Im f denomina-
-se supremo da funcdo e indica-se com s&gﬁx}.
X

Se o supremo do conjunto Im f for miximo, ele se denomina miximo de f e
se indica por max f{x ).
x€A
Defini¢coes andlogas podem ser dadas para o infimo de f'(inf f{x /) e minimo

de f (min f{x)). x€A4
x€A4

109



Exemplo 1

A fungdo cc stante f{x) =k, x €R, é limitada e sup ffx) = inf f{x) =

xER xER
= max f{x)=min f{x)=k.
xER xER
Exemplo 2

A fungdo f : R — [0, 1[ dada por f/x) = x - [x] € limitada, isto é,
lffix) <1,¥x€ER

Tem-se

inf ffx)=min f{x)=0e sup f{x)=1
x€R xER x€R

Exemplo 3

A fungdo f{x/=x?, x €R, ¢ limitada inferiormente em R e tem-se:

inf ffx)= min f{x)=0
XER o SR

Exemplo 4

A fungao sen : R —— [-1, 1] é limitada em R e tem-se

sup sen x = max sen x = 1
xER xER

inf sen x = min sen x = -1
xER xER

Exemplo 5

A fungio f{x) = x*, x € R, ndo ¢ limitada, no sendo nem majorada nem mi-
norada.

3.20. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Dadas as fun¢tes a seguir, determine os intervalos onde elas sio monotdnicas:

. ; 1
a) fix) =x - [x]; b) ffx) = x—z.x#: 0;

fx) X 0sx <] xPrdse x| <2
C} X) = d y =

-x se X =0

x? e x > Q.

e) Jfix} =senx; - ) gfx) = {
110



10.

11.

12.

2x
Prove gque:
d x4+ 32

é estritamente crescente em }-20, -2[ e também em }-2, +q mas nio

¢ estritamente crescente em R - {-2}.

Prove que a fungdo sen : [ -

t--'l':‘l

; ?] — R ¢ estritamente crescente.

Prove que toda fungio estritamente crescente ou estritamente decrescente ¢ injetora.

. Prove que se f é crescente (ou decrescente) e injetora, entio, f € estritamente crescente

(respectivamente estritamente decrescente).

Sef:A4 ——Imf ¢ monotonica estrita, entio,f~! :Ilm f — A é monotdnica estrita
do mesmo tipo.

. Seja n um namero natural par. Prove que f{x) = {/x é estritamente crescente em
[0, +e<f.
; p n P p
Seja n natural impar. Prove que f{x) = 3/ x & estritamente crescente em R.
; . : mom
Prove que tg x é estritamente crescente em |- Sy L
Diga quais das fungdes a seguir sdo periddicas. Nos casos afirmativos, determine, quando

existem, os periodos:

a) ffx) =[x]-x; b) fix)=1,x€EZ;
1se xEQ

c) fix) =
0se xER-Q;

: 1
d) f:R——*Rdadapmf{x}=T; para n-1<x <nn €Z;

e) f(x) = 1g 4x; f) f(x) = sen (x%)
Verifique se a fungdo a seguir é par ou impar justificando a resposta
a) fix) = x3 +x; ; b) fix) = x senx;
&Ko ¥
c) gfx) = sﬂnax *COSX; d) hix) = 2—;
& re '
e) vix) = ——2*— : ) W(t)=t-*cost,
x
E:'fl"x}=|-’-'|; h) fix =“-I?|-
Se o conjunto A4 é simétrico em relagio a origem (se x €4, entdo, -x € .4) para toda
f:A —— R prove que
1tx) + 1)
2
¢ uma funcdo par e
Ix) = f(=x)
2

¢ uma fungdo impar.
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13. A fungio ffx) = xz, x € I =0, 2[ ¢ limitada? Em caso afirmativo determine:

a) inf ffx); b) sup fix);
reEs += x €]

c) min ffx); d) max ffx).
xei X

1
14. Seja f{x) = ot € 1=1]0, 1]. Pergunta-se:

a) Esta fungdo € majorada? Justifique.
b) Esta fungdo é minorada? Justifique.
c) Existe sup ffx)

x<J

d) Existe inf ffx)?
x&l

15. Prove que, se a fungdo f:4 — R

¥

a) ¢ majorada, entio, -f é minorada e inf (-f)(x) = -sup ffx);

xEA xEA
b) € minorada, entdo, -f é majorada e sup (~f){x) = =inf Iix).
xEA xEA4

16. Prove que, se f :4 — R € limitada, entdo, | f| é também limitada e

a) sup|f| =2 supf
xcA xEA

b) inf|f] = inff
xEA xEA
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