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Professor:
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Departamento de Matemaética - UFPR

. Converta de graus para radianos:
(a) 30° (b) 10°  (c) 45° (d) 135°  (e) 170°
(f) 270°  (g) 15° (h) 700° (i) 1080°  (j) 36°

. Converta de radianos para graus:
o T s 3T

@5 O ©3 @ @r ()

. Considere um triangulo com lados a, b e ¢, onde os angulos opostos a estes lados sao A, B e C, respectivamente.

Prove a lei dos senos onde: R R R
senA senB sen(C

a b ¢

(Dica: Calcule a area deste tridngulo considerando cada um dos lados como a base. Estas serao todas iguais.)

. Considere um triangulo ABC', com lados a, b e ¢ e angulo 6§ como mostra a figura.

Com base nele, prove a lei dos cossenos:

a2 =b*+ 2 — 2bccos b,

(Dica: use o Teorema de Pitdgoras.)

. Deduza férmulas em termos de sen 6 e cos 6 de:

(a) sen36  (b) cos30  (c) cos46  (d) sen4d

. Prove as seguintes identidades trigonométricas
(a) 1+ tg?t =sec?t

b) 1+ cotg?t = cossec? t

c) sen(a £ b) =senacosb £ senbcosa

(
(
(d) cos(a £b) = cosacosbFsenasenb
(
(

tga+tgb

t b) = ————

) te(a+0) 1—tgatgd

f) cos20 = cos?f —sen? = 2cos?f — 1 =1 — 2sen? 0

1- 26
(g) sen? 0 = 76208
1 20
(h) COSQH:H%



7. Utilize o que foi verificado no exercicio anterior para mostrar que:
(a) senf sen = %[cos(f — ¢) — cos(f + ¢)]
(b) cos B cos ¢ = F[cos(0 — @) + cos(0 + ¢)]
(c) senfcos ¢ = L[sen(6 + @) + sen(d — ¢)]
(d) senf + sen ¢ = 2sen <9+¢> cos

(
(e)sen@—senqﬁ:QCOS(Tqﬁ) n(e%)
(f)cos0+cos¢:2(;os(7¢>)

2
(g) cosf — cos p = —2sen ( ) sen (%)

8. Mostre que sen 31° 4 sen 29° = sen 89°.

9. Resolva:
(a) 2cos’x + 3 = 5cosx (b) cos Tz = cos 3z
(c) sen 2z +cosz =0 (d) sen 3z —2 sen 2z +sen x =0

10. Sem utilizar calculadora, complete a seguinte tabela, marcando 3 quando a funcio nio estiver definida.

2m | 37 5t | 37 10l

7 [ B
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sen 0

cos b

tan 6

sec 6

cotg 6

cossec 6
11. Qual é a diferenca entre senz?, sen? z e sen(senz)? Expresse cada uma das trés funcoes em forma de com-
posicao.

12. Expresse as seguintes fungdes em termos de sen 6 e cos 6

(a) tg 6 (b) cos? g (c) sen? g (d) cossec? g (e) cotg? g
13. Se os angulos de um triangulo medem z, z + 1 e x + 2 (em radianos), encontre x.

14. A seguir temos o triangulo ABC, onde AB=BC =CA=2e¢ AM = MC.

B

M

Com base nele, encontre:

(a) O comprimento BM (b) 6 e B em radianos.
(c) sen @, cosf, sen 3, cos (3, tgf e tg S.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Dado um triangulo ABC, se C = /2 e A= E, encontre A em radianos e calcule cos fT, sen A e tg A. (Dica:
Aqui A representa o angulo no vértice A, B o angulo no vértice B, e C' representa o angulo no vértice C'. Faga
um desenho.)
Calcule os seguintes valores das fungoes em cada angulo. (Dica: Use identidades trigonométricas.)

(a) sen(§ + %) (b) cos(§ + 7) (c) cos(§ + )

(d) sen(3m) + cos(3m) (e) sen({5)

Em ¢t = 0 dois carros se encontram na interseccao de duas estradas retas, com velocidades constantes v7 e v2,
que formam um angulo 6.

(a) Qual é a distancia entre os carros ¢t horas depois deles passarem pelo cruzamento?
(b) Calcule a distancia entre os carros 1 hora apés passarem pelo cruzamento se:
(Jvi=ved=7% (i) vi=v2e =7
(iii) v =v2e 0 =0 (iv) vi =2v e =%
Dadas as fungoes f e g a seguir, obtenha fog e go f e seus respectivos dominios de definigao:
(a) f() =vV9—922 e g(x)=cotgz.
(b) f(z) =cosz e g(z)=+1—422

Encontre funcoes f e g de modo que a funcao h possa ser escrita como h = f o g. Nem f nem g devem ser a
funcao identidade.

(a) h(z) = sen 2z (b) h(x) = sen z?

(c) h(z) =sen?x (d)h(x) = sen(cos x)
(e) h(z) = sen? 3x (f) h(z) = |sen x|

(g) h(x) = cos|z| (h) h(z) = tan(x® + 1)
(i) h(z) = Vsenw (J) h(z) = 200mece

(k) h(z) = 3sen®x +senz + 1 (1) h(z) = sen(cos? x)

Dizer como as funcoes f(z) = 22, g(z) = 4% e h(x) = tgx devem ser compostas para que se obtenha a funcao
h(z) = 4'8%.

Calcular o periodo das fungoes
(a) tgdx (b) sen(z?) (c) tg(Fz).
(d) cos(2z?) (e) cossec(%+/x) (f) cotg(7Bx) (onde B > 0).

Esboce o grafico das seguintes funcoes, identificando cuidadosamente as amplitudes e periodos. Nao use calcu-
ladora grafica ou computador.

(a) y = 3senx (b) y = 3sen2zx (¢) y = —3sen26.
(d) y =4cos2x (e) y = 4cos(1t) (f) y=5—sen2t
Relacione as fungoes abaixo com os gréficos da figura, explicando os por qués.
(a) y =2cos(t — %) (b) y =2cost (c) y =2cos(t+ %).
y
2
-— f(?)
<+~ g(t)
21rt
<— h(t)
-2



24. Nos itens a seguir, encontre uma possivel formula para cada grafico

Yy
(@) 2 () af
8n
81r
; §201r

L]

(©) SF :
(d) 4y- () sy V\
T 9 x
Y/L \/
(8) 2 (h) 3
-8 /\ 19 -1 16

a) Usando uma calculadora grafica, ou um computador, encontre o periodo de 2sen 3t + 3 cos t.
)

b) Qual é o periodo de sen 3t? E de cost?

c¢) Use a resposta da parte (b) para justificar sua resposta da parte (a).

(
25.
(
26. (

)
a) Usando uma calculadora grafica, ou um computador, encontre o periodo de 2sen 4z + 3 cos2z. (b) Determine
27. Se m e n sao dois niimeros naturais, obtenha o periodo da fungao cos(mz) + sen(nx).

28. Defina e trace o grafico das inversas das seguintes restrigdes principais de fungdes trigonométricas (nao dé
resultados aproximados):

(a) cos: [0,7] — [—1,1] (b) cotg :]0, 7[— IR
(c) sec: [0, §[U]5, 7] = [1, +o00[U] — 0o, —1]

(d) cossec : [—F,0[U]0, §] =] — oo, 1]U]1, 00]
29. Calcule:
(a) arcsen 1 (b) arccos 3 (c) arctg 1 (d) arctg v/3
e) arcsen —= f) arccos ‘/3 g) arctg0 h) arcsen 1
V2
(i) arcsen0 (j) arccos 1 (k) arccos0 (1) arccotg(—1)
(m) arctg(—1) (n) arccotg /3 (o) arcsen(—3) (p) arcsec /2
(q) arccossec(—%ﬁ) (r) arcsec(—%ﬁ) (s) arccotg(—??’) (t) arcsec(—1)
(u) arccossec 1 (v) arcsec2 (w) arccossec 2 (x) arcsen(—32)
30. Prove que sen : [—5, 5] — IR é estritamente crescente.
31. Prove que tgz ¢ estritamente crescente em | — 7, 5.

32. Para simplificar a expressao cos(arcsen ), comecamos colocando 6 = arcsen x, com as restrigoes

<0

IA

us
— —1<x<1.
2 e <z <

ol 3

Como sen @ = z, pela definicao de arcsen, podemos construir um triangulo retangulo e calcular o terceiro lado
pelo Teorema de Pitagoras:



i

Observe que cos(arcsenx) é cosf. Desta forma, o desenho nos mostra que:

cos(arcsenz) = \/1 — 22

Usando uma idéia semelhante a essa, simplifique e calcule:

(a) cos(arcsen x) (b) sen(arccos x) (c) cos(arctgx)
(d) cos(arcsec ) (e) tg(arccos ) (f) sen(arccos 1)
(g) cos(arcsen 3) (h) tg(arccos0)
33. Assumindo que z > 0, simplifique as fungoes abaixo eliminando as fungoes trigonométricas de suas expressoes.
(a) f(x) = tg(arcsec z). (b) g(z) = sec(arcsen ). (¢) h(x) = cos(arccossec x).
(d) m(z) = sen(arccossec ). (e) n(z) = sen(arctg x). (f) ¢(x) = cossec(arccossec ).
(g) O(x) = tg(arccotg x). (h) a(x) = sec(arccotg x). (i) AM(x) = sen(arccotg x).
34. Assumindo que z € (0,1), simplifique as fungoes abaixo eliminando as fungoes trigonométricas de suas ex-
pressoes.
(a) fo(z) = sen(arccos ). (b) fi(x) = cos(arccos ). (¢) fa(x) = cos(2arccos x).
(d) f3(x) = cos(3arccos z). (e) fa(x) = cos(4arccos x).
Respostas:
T ™ 177 s
L () @7 © I (e) = (i) 6r
m 3T 3T 70T m
(b) 18 (d) 4 (f) 5 (b) 18 (J) 5
2. (a) 3900° (b) 90° (c) 540° (d) 5° (e) 1800° (f) 270°
5. (a) sen30 = 3senf — 4sen 0. (c) cos46 = 8cos* O + 8cos? O + 1.
(b) cos30 = 4cos® 6 — 3cosb. (d) sen 460 = 4sen d cos® 6 — 4sen> 6 cos 6.

9. (a) x = 2km, k € Z.
(b) x = kn/2 ou xz = kn /5, k € Z.

(c)m::tg—l—%moux:%+2k7r0uxz—%+2k7r,keZ.
(d)x:2k:7roux=7r-|-2k:7roux::tg—i—Qk‘W,kGZ.

10.

2 2

11. se f(z) =senz e g(r) = 22, entdo senz? = f(g(z)), sen?z = g(f(z)) e sen(senz) = f(f(x)).

12.



s s s T 27 3 5T 3 107
O R o A T ol B ol ol
senf |0 L @ @ 1 @ Q 0 —Q -1 _\/§
2 2 2 2 2 2 2
cosz |1 ﬁ @ 1 0 1 —Q -1 —ﬁ 0 L
2 2 2 2 2 2 2
tanf | 0 \f 1| V3 3] -V3] -1 |0 1 -3
secd 1 2\3/§ V2 2 4 -2 V2 =1 =v2 | 3 2
corgd (3] VB |1 | L3 g1 ||
cossecl | B 2 V2 2\3/3 1 2\3/3 V2 A -2 | -1 —2\3/3
sen 6 1—cosf 1+ cosf
(2) cos 6 (c) 2 () 1—cos@
1+ cosf 2
)= @ T cos
13. x = g —1.
14. (a) V3
(b) 6 = 3¢ B = s
(c) senf = é?cosQ = %,senﬁ = %,COS/B = ?,tg@ =3tgB8 = \/33
15. A= -, cos A = ﬁ,senﬁ: é, tg;l\: 1
2 2
4 4 53
(c) 0 (e) =
17. (a) t/v? + v3 — 2v1v2 cos .
(b) (1) v1. (ii) 2 — \/51}1. (iii) 0. (iV) \/31)2.
18. (a) (fog)(z) = 3\/1 —cotg?x, Dom(fog) = LGJZ tlr + nm, %TF + mr];
(g0 f)(x) = cotg(3V1 —a?), Dom(g o f) = (=1,1)
() (f 09)(e) = cos(vT = 1), Dom( o9) = | 5]
(go f)(x) =+v1—4cos?x, Dom(go f) = GZ[ + nm, 7T+n7r}
19. (a) f(z) =senzx, g(x) =2z (d) f(z) =senzx, g(xr) =cosz
(b) f(x) =senz, g(x) = z* (e) f(z) =2, g(x) = sen3x
(©) f(x) = 22, g(z) = senz (f) £(z) = o], g(x) = senz
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

29.

30.

(g) f(z) = cosz, g(z) = |z|
(h) f(z) = tgz, g(z) = 2 + 1
(i) f(z) = V=, g(z) =senz
p=gohof.

(a) -

(b) Nao é periddica.

(a) P=2m, A=3
(by P=m, A=3

(a) O periodo é 2.

() f(x) =2% g(x) = cossecx
(k) f(z) =322+ 2+ 1 g(z) =senx
(1) f(x) =senz g(z) = cos’

(c) 4.

(d) Nao é periddica.

(c) P=m, A=3
(dP=m, A=4

(b) f(2).

2
(b) O perfodo de sen 3t é % e de cost é 2m.

(e) Nao é periddica.
T

() -5

() P=8m, A=14
f)P=m A=1

2m
(¢) O periodo de 2sen 3t + 3cost é 27 pois este é o menor nimero positivo multiplo de 5 e 2m.

(a) O periodo é .

T
(b) O periodo de sendz é — e de cos2z é m. Logo o periodo de 2sen 4z + 3 cos 2z é o menor nimero positivo

T
multiplo de 5 e m, que é 7.

2M
O periodo é J, onde M = mmc(m,n).

(a) % (f) %
(b) T (g) 0.
; )~
(c) 1 _ 2
- (i) 0.
(@ 3 (j) 0.
(e) g (k) g

(a) 5 V) 5
(x) %” (W) ¢-
O ()~
(t) m.

(W) 5

Se temos 0, ¢ € [_E7E} com 0 > ¢, entdo 0 + ¢ € |—m, [ e 6§ — ¢ € |0,7]. Assim, como senf — sen¢ =

2 cos <M> sen (H> cos (
2 2 ’

0+¢
2

sen f > sen ¢. Portanto a funcgao é estritamente crescente.

9 —
> > 0 e sen <2¢> > 0, temos que senf — sen¢ > 0, ou seja,



T T

31. Se temos 6, ¢ € }—5, 5 { com 0 > ¢, entao 0§ — ¢ € ]0,w[. Além disso, temos que:

32.

33.

34.

tgh —tggp = (1+tgltgd)tg(0—¢)
_ <1+sen95en¢> sen (0 — ¢)

cosfcosp ) cos (0 — o)
_ 1 cos (0 — ¢) — cosfcos ¢\ sen (6 — @)
B < M cos f cos ¢ > cos (0 — ¢)

cos (0 — ¢) sen (6 — ¢)
cos @ cos ¢ cos (0 — ¢)
sen (60 — ¢)

cos 6 cos ¢

com sen (6 — ¢) > 0, cosf > 0 e cos¢p > 0. Logo tgf —tg o > 0 e a fungao é estritamente crescente.

(a) cos (arcsenz) = /1 — 2 (e) te (arccos ) = V1—a?
(b) sen (arccosz) = /1 — 22 (£) sen (arccos 1) = 0
c) cos (arctgr) =
©) (arctg z) 2 +1 (g) cos <arcsen ;) = \2‘3
(d) cos (arcsecx) = % (h) tg (arccos0) = co
() f(@) = Va7 =1 (&) m(@) = = (8) () =
1
) (¢) nle) = = () afa) = Y2
e — 1
(©) (@) = Y=L, (®) 6(a) = @ 0 A@) = 7
(a) fo(z) = V1 —a2 (d) f3(z) = 423 — 3.
(b) fi(z) = .
(c) folx) = 22% — 1. (e) fa(z) = 8z* — 8z + 1.



