-
Aula de hoje

@ Teorema da fungao inversa;
© Demonstragdo do teorema:

o Pontos fixos de contracdes;
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Motivacado

Theorem
Sejam I C R um intervalo e f : I — R derivdvel tal que

F(x)£0, Vxel.

Nestas condicdes, valem as seguintes afirmacoes:
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Motivacado

Theorem
Sejam I C R um intervalo e f : I — R derivdvel tal que

F(x)£0, Vxel.

Nestas condicdes, valem as seguintes afirmacoes:
Q f:1— f(I) é uma bijecdo;
@ afuncdo inversaf~' : f(I) — I é derivdvel;
@ f é uma aplicacdo aberta em I (A C I aberto implica f(A) aberto.)
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-
Objetivo da aula

Theorem

Sejam E C R" um aberto e f : E — R" uma fungdo de classe C' em E de

modo que f'(a) é invertivel, para algum a € E. Denotando b = f(a)
obtém-se:
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-
Objetivo da aula

Theorem

Sejam E C R" um aberto e f : E — R" uma fungdo de classe C' em E de

modo que f'(a) é invertivel, para algum a € E. Denotando b = f(a)
obtém-se:

@ Existem abertos U,V C R", comac Ueb eV, taisquef : U — Vé
bijetiva;

©Q se g:V — Udenota a inversa de f, definida por

g(f(x)) =x, Vxe U,

entdo g é de classe C' em V.
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Observagoes
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@ A aplicagdo f : U — R" € aberta;
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Observagoes

@ A aplicagdo f : U — R" € aberta;
Q dgs = df; s

@ Sef:ECR"— R"éC!edet(df,) # 0, para cada x € E, entio f é uma
aplicacdo aberta.

©Q parax € Uey € Vtemos que os sistemas

Yj :f}(xla""nn)aje {1,...,7’1},

possuem Unica solugdo, supondo x proximo de a e y préximo de

b =f(a).
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Ponto fixo de Banach

Definition
Sejam M um espago métrico, p € M um ponto e f : M — M uma fungdo.
Dizemos que:

@ p éum ponto fixo de f se f(p) = p;

© f € uma contragdo se existe 0 < ¢ < 1 tal que

d(f(x).f(y)) < cd(x,y), Vx,y € M.
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Ponto fixo de Banach

Definition
Sejam M um espago métrico, p € M um ponto e f : M — M uma fungdo.
Dizemos que:

@ p éum ponto fixo de f se f(p) = p;

© f € uma contragdo se existe 0 < ¢ < 1 tal que

d(f(x).f(y)) < cd(x,y), Vx,y € M.

Theorem

Num espaco métrico completo toda conttragcdo possui um iinico ponto fixo.
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Ferramentas
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Ferramentas

Lemma (1)

Se F C R" é um conjunto fechado e f : F — F é uma contragdo, entdo existe tinico x € F tal
que f(x) = x.
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Ferramentas

Lemma (1)
Se F C R" é um conjunto fechado e f : F — F é uma contragdo, entdo existe tinico x € F tal
que f(x) = x.

Lemma (2)

Se E C R" é um aberto convexo f : E — R" é diferencidve, com ||f' (x)|| < M, entdo
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Ferramentas

Lemma (1)
Se F C R" é um conjunto fechado e f : F — F é uma contragdo, entdo existe tinico x € F tal
que f(x) = x.

Lemma (2)

Se E C R" é um aberto convexo f : E — R" é diferencidve, com ||f' (x)|| < M, entdo

F () =fOI < Mllx = yll, Vx,y € E.

Lemma (3)
Considere Aut(R") C End(R") o conjunto das tranformagées inversiveis.

@ SeA € Aut(R") e B € End(R"), entdo

IB—A|- A" <1 = BecAu(R")

@ Aut(R") C End(R") é aberto e A — A™" é continua.
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Demonstra¢@o do teorema
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Demonstra¢@o do teorema

@ Primeiramente, defina A = f'(a) € Aut(R") e

1

O< A= ——.
2/|A-1|

Como f” é continua, segue a existéncia de uma bola aberta U, centro em
a, tal que
x€UCE = |f'(x) —f(a)] <\
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Demonstra¢@o do teorema

@ Primeiramente, defina A = f'(a) € Aut(R") e

1

O< A= ——.
2/|A-1|

Como f” é continua, segue a existéncia de uma bola aberta U, centro em
a, tal que
x€UCE = |f'(x) —f(a)] <\

e Fixado y € R", defina a fun¢do ¢, : E — R" pondo

py(x) = x+ A7y = f(x)).
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e Note que

P) =1+ A7 (f ()
— AT A —f ()
— A (@) — ' ().
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e Note que

P) =1+ A7 (f ()
— AT A —f ()
— A (@) — ' ().

@ Temos que f € injetiva em U.
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Defina V = f(U). Mostraremos que V é um aberto.

@ Considere yo € Ve xg € U tal que yp = f(xo).
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Defina V = f(U). Mostraremos que V é um aberto.
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Defina V = f(U). Mostraremos que V é um aberto.

@ Considere yo € Ve xg € U tal que yp = f(xo).
e Escolha r > 0 tal que By, = B(xo,r) C U e By, C U.
@ Mostraremos que By, = B(yo,r\) C V.
Para tanto, considere y € By,;:
® [l¢y(x0) —xoll <r/2;
@ sex € By, entdo ||¢,(x) — xol| < r;

@ ¢y : By, — By, € uma contragéo;,
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Defina V = f(U). Mostraremos que V é um aberto.

@ Considere yo € Ve xg € U tal que yp = f(xo).
@ Escolha r > 0 tal que By, = B(xo,r) C U e By, C U.
@ Mostraremos que By, = B(yo,r\) C V.

Para tanto, considere y € By,;:

o [py(x0) — xol| <r/2;

@ sex € By, entdo |¢y(x) — xo|| < r;
® ¢, : By, = By, é uma contragdo;

@ V é aberto;

Assim, conclui-se o item (1).
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Para demonstrar a parte (2), considere
v, y+keVex x+helU,

de modo que
y=f(x) e y+k=f(x+h).
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Para demonstrar a parte (2), considere
v, y+keVex x+helU,

de modo que
y=f(x) e y+k=f(x+h).
Obtém-se:
Gy(x+h) — gy (x) = h— A7 (k)

e ainda
&l

h| < —.
I <
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-
Aplicacao
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-
Aplicacao

@ Considere o polindmio de coeficientes reais
— 3 2
po(x) = apx” — box” + cox — dy,

e suponha que existam tré raizes reais distintas.
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-
Aplicacao

@ Considere o polindmio de coeficientes reais
— 3 2
po(x) = apx” — box” + cox — dy,

e suponha que existam tré raizes reais distintas.

@ Considere o polindmio de coeficientes reais

p(x) = ax® —bx* +cx —d.

Afirmacdo:
Nestas condigf)es se (a, —b, ¢, —d) esta suficientemente préximo de
(ao, —bo, co, —dyp), entdo p(x) possui trés raizes reais distintas.
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Considere xp, yg € zo as raizes de pg e a fungdo F : R3 — R3 definida por
F(x,y,2) = (x +y + 2, Xy + X2 + yz,xy2)

Note que:

(UFPR) 2017 - Curitiba 12/16



Considere xp, yg € zo as raizes de pg e a fungdo F : R3 — R3 definida por
F(x,y,2) = (x +y + 2, Xy + X2 + yz,xy2)
Note que:

by co d0>

® F(xo,Y0,20) = <,7
ao’ ap’ aop
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Considere xp, yg € zo as raizes de pg e a fungdo F : R3 — R3 definida por

F(x,y,2) = (x+y + z,xy + x2 + yz,xy2)

Note que:
bo Cco do
° F(Xan07Z0) = (a T
ap ap ap
1 1 1
® DF(x0,y0,20) = | Yo+20 Xo+20 X0+ Yo
Y030 20X0 YoXo
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Considere xp, yg € zo as raizes de pg e a fungdo F : R3 — R3 definida por

F(x,y,2) = (x+y + z,xy + x2 + yz,xy2)

Note que:
bo Cco do
° F(Xan07Z0) = (a T
ap ap ap
1 1 1
® DF(x0,y0,20) = | Yo+20 Xo+20 X0+ Yo
Y030 20X0 YoXo

e det(DF(xo,Y0,20)) = (z0 — x0)(z0 — Y0)(x0 — yo) # 0

(UFPR)
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Por fim, note que a aplicacio

b d
go(a,b,c,d) = <7 Ea )
a a a

é continua em (ag, by, co, do).
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|
Notacao

@ Dados x = (x1,...,%,) ER" e y = (y1,...,y) € R¥ escreveremos

(x’y) = (x17"'7xn7y17"'7yk) € RIH’/(.
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|
Notacao

@ Dados x = (x1,...,%,) ER" e y = (y1,...,y) € R¥ escreveremos

(x’y) = (x17"'7xn7y17"'7yk) € RIH’/(.

@ Se A : R"* s Rk & linear, entdo pordemos escrever A = A, + Ay, em
que
A:R" R e Ay : RF - RF
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Theorem (Func¢éo Implicita)

Sejam A C R"* um aberto, p = (xo, Yo) EAumpontoef : A — R* uma funcéo de classe C'
tal que f(xo0,y0) = c e é invertivel a matriz

Ly L)

8y| 8}’1\'
Ok O
aT}k(P) 87))]{ )

Nestas condi¢des, existem abertos U C R" e V C R tais que:
Q p=(x0,y) €eUxXVCA;

@ para cada x € U, existe unicoy = y(x) € V satisfazendo

fxyE) =c,

com y de classe C' em U.
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