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Aula de hoje

@ Multiplicadores de Lagrange;
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Definition (Hiperficie)

Um conjunto M C R"*! ¢ dito uma hiperficie (de dimensio n e classe C!) se
é, localmente, o gréfico de uma fungdo ¢ : U C R* — R, de classe C! .

Isso quer dizer:

Dado p € M, existem um aberto V C R"*! contendo p e uma funcio de
classe C!

£:UCR" >R,
tais que

VM = graf (),
ou seja, para algum i € {1,...,n+ 1}

VOM ={(x1,...,xu41); xi = &%)},
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-
O espaco T,M

Sejam M C R"*! uma superficie e p € M. O espago tangente a M no ponto p
é o conjunto

M ={ve R”“; existe v : (—e,+€) > M, v(0) =p e ’7’(0) =v}

Theorem
O conjunto T,M é um espago vetorial de dimensdo n. J
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Definition

Sejaf : U C R™ — R uma fungio de classe C!. Dizemos que ¢ € R é um
valor regular de f se

Vi(x) #0, Vx € f~1(c).

Theorem

Sejam f : U C R™ — R uma fungdo de classe C' e ¢ um valor regular. Nestas
condicdes, temos que

M=f""(c) = {x € U; f(x) = ¢}
é uma hiperficie. Mais ainda,

T,M = [Vf(p)]*, Wp €f (o).
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-
Multiplicador de Lagrange

Objetivo

Procurar pontos criticos de restri¢cdes
-1
flu M —=>R, M=¢ '(c),

para ¢ valor regular de ¢ : U € R™ — R,

Definition

Sejamf : U C R*"! — R, de classe C! e M = o~ !(c) C U uma hiperficie
determinada pelo valor regular ¢ de ¢. Dizemos que p € M € um ponto critico
de f |m se, para toda curva

v (_67 +6) _>M7 com ’Y(O) =D,

tivermos

(f o) (0) = 0. )




Theorem (Multiplicador de Lagrange)

Sejamf : U C R""' = R, de classe C' e M = ¢~ '(¢) C U uma hiperficie determinada pelo
valor regular ¢ de . Nestas condi¢des, p € M é ponto critico de f |u se, e somente se, existe
A € Ral que

Vip) = AVe(p).

Remark
Segue desse resultado que p satisfaz o sistema

{w®=c
Vf(p) = AVe(p). ~

Remark

Suponhaf:U —Rep: U — RcomM = ¢~ (0). Defina afun¢do L : U x R — R pondo

Lx, 1) = f(x) — 1p(x)
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Exemplos:
@ Obter os pontos da superficie

M= {(x,y,2) ER; 22 =X’y +y" =4}.
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Exemplos:
@ Obter os pontos da superficie
M={(x,y2) R 2 —x’y+) =4}.

@ Considere M(2,R) o espago das matrizes reais 2 X 2 e as fun¢des f : M(2,R) -+ Re
¢ : R* = R dadas por

FX) =det(X) e p(xi,...,x) =Y x.

Mostre que o ponto de méximo de f, restritaa M = ¢~ (2), é uma matriz ortogonal.
(Podemos fazer o mesmo para M(n, R) e M = ¢~ "'(n).)
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Exemplos:

@ Obter os pontos da superficie
M ={(x,y,2) €R’; =y +y’ =4}.

@ Considere M(2,R) o espago das matrizes reais 2 X 2 e as fun¢des f : M(2,R) -+ Re
¢ : R* = R dadas por

FX) =det(X) e p(xi,...,x) =Y x.

Mostre que o ponto de méximo de f, restrita a M = ™~ '(2), é uma matriz ortogonal.
(Podemos fazer o mesmo para M(n, R) e M = ¢~ "'(n).)

@ A média geométrica entre n de nimeros positivos é menor, ou igual, do que a média
aritmética entre eles.

n n
Dica: f(xi,...,%a) :ij e o(xi,...,%) :ij
=1 =1
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Teorema Fundamental da Algebra

Theorem
Considere um polindomio

Fiz)=7"+a" ' +...+a,, a €C.

Existe zo € C tal que F(zo) = 0.
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Teorema Fundamental da Algebra

Theorem
Considere um polindomio

Fiz)=7"+a" ' +...+a,, a €C.

Existe zo € C tal que F(zo) = 0.

Demonstracao (Theo de Jong):

Para fazer a demonstracdo, considere:

o F(z) = F(x +iy) = P(x,y) +iQ(x,y);
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Teorema Fundamental da Algebra

Theorem
Considere um polindomio

Fiz) ="+ ai?" '+ ... +ay, a € C.

Existe zo € C tal que F(zo) = 0.

Demonstracao (Theo de Jong):

Para fazer a demonstracdo, considere:

® F(z) = F(x+iy) = P(x,y) +iQ(x,);
@ dado ¢ € R, defina

Lo ={(x,y) € R*P(x,y) =c}, e M. = {(x,y) € R*;Q(x,y) = c}
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@ A ideia € aplicar Lagrange para os conjuntos L. (ou M,);
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@ A ideia € aplicar Lagrange para os conjuntos L. (ou M,);

@ Precisamos entdo dos L.’s ndo singulares, ou seja, aqueles em que temos

VP(a,b) = (P,(a,b), Py(a,b)) # (0,0), ¥(a, b) € L.

(UFPR) 2017 - Curitiba 9715



@ A ideia € aplicar Lagrange para os conjuntos L. (ou M,);

@ Precisamos entdo dos L.’s ndo singulares, ou seja, aqueles em que temos
VP(a,b) = (Px(a,b), Py(a,b)) # (0,0), V(a,b) € L.
@ Mas, F'(z) possui no méximo n — 1 raizes e, além disso,

F'(a+ ib) = Py(a,b) + iQ(a, b)
= Qy(a,b) — iPy(a,b)
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@ A ideia € aplicar Lagrange para os conjuntos L. (ou M,);

@ Precisamos entdo dos L.’s ndo singulares, ou seja, aqueles em que temos

VP(a,b) = (P,(a,b), Py(a,b)) # (0,0), ¥(a, b) € L.

@ Mas, F'(z) possui no méximo n — 1 raizes e, além disso,

F

"(a+ ib) = Py(a,b) +iQ.(a,b)

= Qy(a,b) — iPy(a,b)

@ Assim, existem no maximo finitos L.’s e M.’s que sdo singulares.
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A ideia € aplicar Lagrange para os conjuntos L. (ou M,);

Precisamos entdo dos L.’s ndo singulares, ou seja, aqueles em que temos
VP(a,b) = (Px(a,b), Py(a,b)) # (0,0), V(a,b) € L.
@ Mas, F'(z) possui no méximo n — 1 raizes e, além disso,

F'(a+ ib) = Py(a,b) + iQ(a, b)
= Qy(a,b) — iPy(a,b)

Assim, existem no mdximo finitos L.’s e M.’s que sao singulares.

Se (a, b) é singularidade de L., entdo também ¢ singularidade de M,
comd = Q(a,b).
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Lemma (1)
Suponha L. # () ndo singular. Entdo, existe (a,b) € L. tal que Q(a,b) = 0. }
Lemma (2)
Suponha My # ) ndo singular. Entdo, existe (p,q) € My tal que P(p,q) = 0. J

Demonstracao (do lema 1):
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Lemma (1)
Suponha L. # () ndo singular. Entdo, existe (a,b) € L, tal que Q(a,b) = 0. }

Lemma (2)
Suponha My # ) ndo singular. Entdo, existe (p,q) € My tal que P(p,q) = 0. J

Demonstracao (do lema 1):

A ideia é minimizar a fun¢do Q restrita ao conjunto L.
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Definition

Sejam U C R" um aberto e ¢ : U — R¥ de classe C'. Dizemos que ¢ € R¥ é um valor
regular de ¢ se
¢ (x) é sobrejetiva em cada ponto x € ' (c).

Remark
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Definition

Sejam U C R" um aberto e ¢ : U — R¥ de classe C'. Dizemos que ¢ € R¥ é um valor
regular de ¢ se
¢ (x) é sobrejetiva em cada ponto x € ¢~ ' (c).

Remark

@ Note que isto é equivalente a pedir a independécia linear do conjunto

Be = {Vei(x), ..., Ver(x)}, Vx € ¢ ' (c).
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Definition

Sejam U C R" um aberto e ¢ : U — R¥ de classe C'. Dizemos que ¢ € R¥ é um valor
regular de ¢ se
¢ (x) é sobrejetiva em cada ponto x € ¢~ ' (c).

Remark

@ Note que isto é equivalente a pedir a independécia linear do conjunto
Be={Vei(x), ..., Varx)}, Vx € 97 (o).

@ Neste caso, dizemos que M = ¢~ ' (c) é uma hiperficie de dimensdo n em R"**,
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Definition

Sejam U C R" um aberto e ¢ : U — R¥ de classe C'. Dizemos que ¢ € R¥ é um valor
regular de ¢ se
¢ (x) é sobrejetiva em cada ponto x € ¢~ ' (c).

Remark

@ Note que isto é equivalente a pedir a independécia linear do conjunto
Be={Vei(x), ..., Varx)}, Vx € 97 (o).

@ Neste caso, dizemos que M = ¢~ ' (c) é uma hiperficie de dimensdo n em R"**,

@ De modo andlogo, define-se T,M, para cadap € M.
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Definition

Sejam U C R" um aberto e ¢ : U — R¥ de classe C'. Dizemos que ¢ € R¥ é um valor
regular de ¢ se
¢ (x) é sobrejetiva em cada ponto x € ¢~ ' (c).

Remark

@ Note que isto é equivalente a pedir a independécia linear do conjunto
Be={Vei(x), ..., Varx)}, Vx € 97 (o).

@ Neste caso, dizemos que M = ¢~ ' (c) é uma hiperficie de dimensdo n em R"**,
@ De modo andlogo, define-se T,M, para cadap € M.
@ Temos ainda dim(T,M) = n e B, uma base para o espago [T,M]*.
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Definition

Sejam U C R" um aberto e ¢ : U — R¥ de classe C'. Dizemos que ¢ € R¥ é um valor
regular de ¢ se
¢ (x) é sobrejetiva em cada ponto x € ¢~ ' (c).

Remark

@ Note que isto é equivalente a pedir a independécia linear do conjunto
Be={Vei(x), ..., Varx)}, Vx € 97 (o).

@ Neste caso, dizemos que M = ¢~ ' (c) é uma hiperficie de dimensdo n em R"**,
@ De modo andlogo, define-se T,M, para cadap € M.
@ Temos ainda dim(T,M) = n e B, uma base para o espago [T,M]*.

@ De modo andlogo, define-se pontos criticos de uma restri¢ao f |u .
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Theorem (Multiplicadores de Lagrange)

Sejam f : U C R"* - R, de classe C' e M = o~ '(c) C U uma hiperficie
determinada pelo valor regular ¢ de ¢ : U C R"* — RX. Nestas condicées,
p € M é ponto critico de f |y se, e somente se, existem

AlL,..., % ER

tais que

Vi) = MVeilp) + ...+ MVer(p).

Remark
Segue desse resultado que p satisfaz o sistema

{ p(p) =c
Vf(p) = 2,1;1 MV or(p)
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Sobre variedades

Considere M um espago topoldgico Hausdorff e 2-contavel.
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