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Teorema de Schwarz

Theorem

Sejaf : U C R" — R uma funcdo de classe C?. Entdo, para cada
i,j €{1,...,n} valem as igualdades

O’f o) — f .
8)6,'6)9‘ B 8)@'6)@ ’

para todo x € U.
W
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Matriz Hessiana
Considere f : U C R" — R tal que existam as derivadas parciais

0*f
Ox 1 ax,-

(x), i,j € {i,...,n}.

Definimos a matriz Hessiana de f no ponto x por

0*f . 0*f (x
0x10x] T Ox0x,
Hy(x) = : :
0*f 0*f
| Ox,0x () - 0%, 0x, (x) ]
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Matriz Hessiana
Considere f : U C R" — R tal que existam as derivadas parciais

0*f
Ox 1 ax,-

(x), i,j € {i,...,n}.

Definimos a matriz Hessiana de f no ponto x por

o0*f . o0*f (x
aX] axl o 8)61 (9)6,1
Hy(x) = : :
0*f 0*f
| Ox,0x () - 0%, 0x, (x) ]
Remark
Se f é de classe C?, entdo Hy(x) é simétrica. J
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Polindémio de Taylor

Theorem

Sejaf : U C R" = R uma funcdo de classe C*. Fixado a € U considere
v=(ai,...,a,) € R"tal que a+ v € U e defina

"9 " o2
) = fla+) —f@) =3 2 (@) fZ ety @00

Nestas condig¢des, temos que
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Lemma

Sejam B C R" uma bola aberta centrada na origem e r : B — R uma fungdo

de classe C*. Suponha que

— g(o — Pr
ax,- 8)@8)6]

r(0) (0) =0, Vi,je{l,...,n}.
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Lemma

Sejam B C R" uma bola aberta centrada na origem e r : B — R uma fungdo
de classe C*. Suponha que

_or O*r

r(O) B OTC,(O - 8)@8)6]

(0) =0, Vi,j € {1,...,n}.

Nestas condicdes, temos que
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Generalizagdo

Considerando uma funcio de classe C? e as notacdes

0
@ v =3 5

Z o>f
Ox;0x; F g

PR
3 3 >rf vy
d’f(a) v %; B0y Qoo

podemos escrever

flatv) ~ (@) = df(a) - v+ 3(@) VP + dF(@) v 4 (),

sendo
r(v)

v—0 ||V”3
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Pontos criticos

Considere uma fungdo f : U CR" - Rea € U.
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Pontos criticos

Considere uma fungdo f : U CR" - Rea € U.

(a) Dizemos que a € um ponto de minimo local de f se existe d > 0
tal que
xeUNB(a,0) — f(a) < f(x).
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Pontos criticos

Considere uma fungdo f : U CR" - Rea € U.

(a) Dizemos que a é um ponto de minimo local de f se existe § > 0
tal que
xeUNB(a,0) — f(a) < f(x).

(b) Dizemos que a € um ponto de maximo local de f se existe
0 > 0 tal que

xeUNB(a,0) — f(x) <f(a).

(c) Sef é diferencidvel, entdo dizemos que a é um ponto critico de

f se
Vf(a) = 0.
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Theorem

Se f ¢ diferencidvel e a € U é um ponto de minimo (ou mdximo), entdo a é um
ponto critico.
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Theorem

Se f ¢ diferencidvel e a € U é um ponto de minimo (ou mdximo), entdo a é um
ponto critico.

v

Example

Considere as funcdes f, g, h : R> — R dadas por

fOry) =2 +57, glx,y) = —x* —y* e h(x,y) = x* —y?
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Forma quadrética

Fixada uma matriz simétrica [h,j] nxn, chama-se forma quadritica em R" é uma

fungdo H : R" — R cujo valor num vetor v = (a, ..., a,) € R" é dado por
n n
H(V) = Z Z h,-7ja,-aj,
i=1 j=1
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Forma quadrética

Fixada uma matriz simétrica [h,j] nxn, chama-se forma quadritica em R" é uma
fungdo H : R" — R cujo valor num vetor v = (a, ..., a,) € R" é dado por

H(V) = Z Z h,-d-a,-aj,

i=1 j=1

Remark

Identificando [hij| ao operador linear [h;] : R" — R" (base candnica) temos

H(v) = ([hy] - v,v)

(Notagdo: H - v* = (Hv,v))

(UFPR) 2017 - Curitiba 9715



Exemplos

Para as fungdes

fey) =45, glxy) == =y e h(x,y) =x* =y’

temos

He(0,0) - v* =2(a” + %),
H,y(0,0) - v = —=2(a” + 87),
H,(0,0) - v =2(a? — ?),

sendo v = (o, 3) € R%.
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Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadrética em R" é:
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Dizemos que uma forma quadrética em R" é:

(a) ndo-negativa se H - v> > 0, paratodo v € R";
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Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadrética em R" é:
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Formas positivas e negativas

Dizemos que uma forma quadrética em R" é:
(a) ndo-negativa se H - v> > 0, paratodo v € R";
(b) positiva se H - v> > 0, para todo v € R" \ {0};
(c) nao-positiva se H - v <0, paratodov € R";
(d) é negativa se H - v? < 0, para todo v € R" \ {0};
(e) € indefinida se existem v,w € R" tais que H - vV <0eH-w?>>0.
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Classificacdo de pontos criticos

Theorem

Sejam f : U C R" — R de classe C? e a € U um ponto critico.
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Classificacdo de pontos criticos

Theorem
Sejam f : U C R" — R de classe C? e a € U um ponto critico.

(a) Hy(a) positiva = a é um ponto de minimo local;
(b) Hy(a) negativa = a é um ponto de mdximo local;

(c) Hy(a) indefinida = a ndo é ponto de mdximo e nem minimo
local;
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Algumas observagoes
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Remark

Sef: U CR"— Réde classe C* e a é um ponto de minimo local, entéo
Hy(a) € ndo-negativa.

(UFPR) 2017 - Curitiba 13/15



Algumas observagoes

Remark

Sef: U CR"— Réde classe C* e a é um ponto de minimo local, entéo
Hy(a) € ndo-negativa.

Remark

Sef: U CR" — Réde classe Creaéum ponto de mdximo local, entdo
Hy(a) € ndo-positiva.

(UFPR) 2017 - Curitiba 13/15



Algumas observagoes

Remark

Sef: U CR"— Réde classe C* e a é um ponto de minimo local, entéo
Hy(a) € ndo-negativa.

Remark

Sef: U CR" — Réde classe Creaéum ponto de mdximo local, entdo
Hy(a) € ndo-positiva.

Remark

Sef : U CR" — R éde classe C* e Hy(a) é positiva (negativa), entdo f é
injetiva numa bola centrada em a.
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Fung¢des convexas

Definition

(a) Um conjunto C C R" ¢ dito convexo se dados a, b € C, temos
que [a,b] C C;
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Fung¢des convexas

Definition
(a) Um conjunto C C R" ¢ dito convexo se dados a, b € C, temos
que [a,b] C C;
(b) Uma combinagdo convexa de k vetores {vi, ..., v} é uma soma

k
E a;vi, com «; >0 e E a; = 1.
i=1 i
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Fung¢des convexas

Definition
(a) Um conjunto C C R" ¢ dito convexo se dados a, b € C, temos
que [a,b] C C;
(b) Uma combinagdo convexa de k vetores {vi, ..., v} é uma soma

k
E a;vi, com «; >0 e E a; = 1.
i=1 i

(¢) Uma funcdo f : C — R € dita convexa se

S =0x+1y) < (1= 0)f (x) + 1 (y), V1 € [0,1], x,y € C.

v
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Theorem

Sejam U C R"™ um aberto convexo e f : U — R uma fungdo.
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Theorem

Sejam U C R"™ um aberto convexo e f : U — R uma fungdo.

(a) Sef éde classe C', entdo f é convexa se, e somente se, para
a,a+v € C quaisquer valer

fla+v) =fla) = (Vf(a),v).
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Theorem

Sejam U C R"™ um aberto convexo e f : U — R uma fungdo.

(a) Sef éde classe C', entdo f é convexa se, e somente se, para
a,a+v € C quaisquer valer

fla+v) =fla) = (Vf(a),v).

(b) Sef é Cl, entdo todo ponto critico é um minimo global;

(c) Sef éde classe C2, entdo f € convexa se, e somente se, Hy (x) é
ndo-negativa em C.
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