-
Aula de hoje

@ Curvas;
© Integral de um caminho;

© Integrais multiplas (funcdes definidas em retangulos);
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Curvas

z

Uma curva em R" é uma funco continua

v:I1CR—R"
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Curvas

z

Uma curva em R" é uma funco continua

v:I1CR—R"

@ (1) = (m(),...,m®);
@ Dado ¢ € I defini-se (quando existe)

h—0 h
= (7i(t0), - - -, 7m(10))
Dadas duas curvas v, 8 : I — R™ e A € R diferencidveis em fy:
@ (y+8) (o) =+'(to) + B'(t0)
(b) (M)'(10) = M (10)
© <v,8>" () =<7'(t),B(to) >+ < (1), B (t0) >
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Desigualdade do valor médio

Theorem

Suponha f : [a,b] — R" uma curva diferencidvel em (a,b) tal que
IF' @I < M, vt € (a,b).

Nestas condigdes, existe ¢ € (a,b) tal que

If () = f(@)ll < M|[b - al|.
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Desigualdade do valor médio

Theorem

Suponha f : [a,b] — R" uma curva diferencidvel em (a,b) tal que
IF' @I < M, vt € (a,b).

Nestas condigdes, existe ¢ € (a,b) tal que

If () = f(@)ll < M|[b - al|.

Corollary

Se f : a,b] — R" é uma curva diferencidvel com f'(t) = 0, entdo f(t) = c.
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Integrais sobre caminhos

Particdo
Dado um intervalo [a, b], uma parti¢do é um conjunto
P={a=1ty<...<ty =b}.

A norma de uma parti¢cdo é o niimero

|P| = max (l‘i — l‘,;l).
ie{l,....k}
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Dada uma fungéo continua f : [a,b] — R” e uma parti¢io P de [a, b],
defini-se:
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Dada uma fungéo continua f : [a,b] — R” e uma parti¢io P de [a, b],
defini-se:

P*:(P7€)7 52(617"'7516)7 li—1 <§i<ti

k
D P =D &)t — i)

i=1
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Dada uma fungéo continua f : [a,b] — R” e uma parti¢io P de [a, b],
defini-se:

o
Pr=(P,&), £ = (&1, &) i1 <& <t
° k
D P =D &)t — i)
i=1
o

b
/ f(O)dt = lim > "(f, P*)

|P|—0
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-
Integrais Multiplas

Considere R C R" um retdngulo da forma
R = [al,bl] X ... X [an,bn}

e uma fun¢do (limitada) f : R — R. Nosso objetivo € definir o nimero

/A Fx)dx.
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Integrais Multiplas

Considere R C R" um retdngulo da forma
R = [al,bl] X ... X [an,bn}

e uma fun¢do (limitada) f : R — R. Nosso objetivo € definir o nimero

/A Fx)dx.

Notacao: O volume de um retangulo R € o nimero

n

vol(R) = [[ (6 — @)

J=1
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Parti¢des e subretangulos

@ Uma parti¢cdo P de um retdngulo R é uma colecio de n particdes P, dos
itnervalos [ay, by]. Usaremos a notagdo

P=(Pi,....P,).
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Parti¢des e subretangulos

@ Uma parti¢cdo P de um retdngulo R é uma colecio de n particdes P, dos
itnervalos [ay, by]. Usaremos a notagdo

P=(Pi,....P,).

@ Se cada Py possui N, subintervalos, entdo P possui HZ:l Ny
subretangulos.

o Utilizaremos a notagdo S € P para dizer que S € um subsertangulo.

@ Dizemos que uma parti¢do P’ € um refinamento de de P se cada
subretangulo de P’ estd contido num subretangulo de P.
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Somas inferiores e superiores

Fixados uma parti¢do P do retdngulo R e um subreténgulo S € P definimos:

e my(f) = inf{f(x), x € S}
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Somas inferiores e superiores

Fixados uma parti¢do P do retdngulo R e um subreténgulo S € P definimos:

e my(f) = inf{f(x), x € S}
e Ms(f) = sup{f(x), x € S}

e V(S) = volume de S.
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Para uma parti¢do P definimos

L(f,P) =Y ms(f)-V(S) e U(f,P) =Y Ms(f) - V(S)

Sep Sep
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Para uma parti¢do P definimos

L(f,P) =Y ms(f)-V(S) e U(f,P) =Y Ms(f) - V(S)

Sep Sep

o Evidentemente:
L(f,P) < U(f,P), VS € P.
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Lemma

Sejam f : R — R uma funcdo limitada e P' um refinamento da parti¢éo P.
Entdo, sdo validas as desigualdades

L(f,P) <L(f,P') e U(f,P) < U(f,P).
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Corollary

Se Py e P, sdo duas particées, entdo
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Lemma

Sejam f : R — R uma funcdo limitada e P' um refinamento da partigéo P.
Entdo, sdo validas as desigualdades

L(f,P) <L(f,P') e U(f,P) < U(f,P).

Corollary

Se Py e P, sdo duas particées, entdo

L(f,P1) < U(f, P2).

Corollary

sup{L(f,P)} <inf{U(f,P)}.
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Funcgdes integraveis sob retangulos

Definition
Uma func¢do limitada f : R — R € dita integravel se

sup{L(f,P)} = inf{U(f,P)}.

Neste caso, escrevemos

/Rf(x)dx = sup{L(f,P)} = inf{U(f,P)}.
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Condicao imediata de integrabilidade

Theorem

Uma fungdo limitada f : R — R é integrdvel se, e somente se, para cada
€ > 0, existe uma particdo P tal que

U(f,P)— L(f,P) <e.
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Exemplos

(a) Consideref(x) = c.
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Exemplos

(a) Consideref(x) = c.
(b) Considere f : [0, 1] x [0, 1] — R dada por

[0, 5excQ
f(xvy)_{ 1’ sexgé@
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Soma de fungdes integraveis

Theorem
Sejam f, g : 'R — R duas fungoes integrdveis sobre o retdngulo 'R.
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Soma de fungdes integraveis

Theorem
Sejam f, g : 'R — R duas fungoes integrdveis sobre o retdngulo 'R.

(a) Dados uma particdo P e S € P um subretdngulo:

ms(f) +ms(g) < ms(f +8) e Ms(f +g) < Ms(f) + Ms(g).

(b) Sdo vdlidas as desigualdades
L(f,P)+L(g,P) <L(f+g,P) e Uf+g,P)<U(,P)+ U(gP).

(c) A fungdo f + g é integrdvel e

/R(f—I-g)(x)dx:/Rf(x)dx+/Rg(x)dx.
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