-
Aula de hoje

Theorem (Teorema de Lebesgue)
Uma fungdo limitada f : R C R" — R € integrdvel (no retdngulo R) se, e
somente se, o conjunto de descontinuidades de f tem medida nula.
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-
Funcgdes integraveis sob retangulos

Dados um retangulo
R = [al,bﬂ X ... X [a,,,b,,] C Rn7
uma fung¢do limitada f : R — R e uma particéio P de R:
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Funcgdes integraveis sob retangulos

Dados um retangulo
R = [al,bﬂ X ... X [a,,,b,,] C Rn7
uma fung¢do limitada f : R — R e uma particéio P de R:

o
ms(f) = inf{f(x), x € S} e Ms(f) = sup{f(x), x € S},

sendo § € P um subretangulo.
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-
Funcgdes integraveis sob retangulos

Dados um retangulo
R = [al,bﬂ X ... X [a,,,b,,] C Rn7
uma fung¢do limitada f : R — R e uma particéio P de R:

(]
ms(f) = inf{f (x), x € S} e Ms(f) = sup{f(x), x € S},
sendo § € P um subretangulo.
(]
L(f,P) = > ms(f) - V(SU(f,P) =Y _ Ms(f)
sep sep
Definition

Uma fungéo limitada f : R — R € dita integravel se

sup{L(f, P)} = inf{U(f, P)}.

Neste caso, escrevemos

/R F)dx = sup{L(f, P)} = inf{U(f, P)}.
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Condicao imediata de integrabilidade
Theorem

Uma funcdo limitada f : R — R é integrdvel se, e somente se, para cada
€ > 0, existe uma particdo P tal que

U(f,P) — L(f,P) < .

(UFPR)
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Condicao imediata de integrabilidade
Theorem

Uma funcdo limitada f : R — R é integrdvel se, e somente se, para cada
€ > 0, existe uma particdo P tal que

U(f,P) — L(f,P) < .

Remark

Escrevendo Ms = Ms(f) e mg = mg(f) e

ws = Mg — mg

obtemos: f : R — R é integrdvel se, e somente se, para cada ¢ > 0, existe
uma parti¢do P tal que

Zws -vol(S) < e.

(UFPR)
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Exercicios

Sejam f, g : R — R duas fungdes integraveis sobre o retdngulo R e ¢ € R.
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Exercicios

Sejam f, g : R — R duas fungdes integraveis sobre o retdngulo R e ¢ € R.

(a) Dados uma parti¢do P e S € P um subretangulo:

ms(f) +ms(g) < ms(f +g) e Ms(f +8) < Ms(f) + Ms(g).
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Exercicios

Sejam f, g : R — R duas fungdes integraveis sobre o retdngulo R e ¢ € R.

(a) Dados uma parti¢do P e S € P um subretangulo:

ms(f) +ms(g) < ms(f +g) e Ms(f +g) < Ms(f) + Ms(g).

(b) Sao vélidas as desigualdades

L(f,P) +L(g.P) <L(f +g.P) e U +g,P) <U(fP)+ Ug,P).
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Exercicios

Sejam f, g : R — R duas fungdes integraveis sobre o retdngulo R e ¢ € R.

(a) Dados uma parti¢do P e S € P um subretangulo:

ms(f) +ms(g) < ms(f +g) e Ms(f +g) < Ms(f) + Ms(g).

(b) Sao vélidas as desigualdades

L(f,P) +L(g.P) <L(f +g.P) e U +g,P) <U(fP)+ Ug,P).

(c) A funcdo c¢f + g é integravel e

/R(chrg /f dx+/Rg( X)d.
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Exercicios

Sejam f, g : R — R duas fungdes integraveis sobre o retdngulo R e ¢ € R.

(a) Dados uma parti¢do P e S € P um subretangulo:

ms(f) +ms(g) < ms(f +g) e Ms(f +g) < Ms(f) + Ms(g).

(b) Sao vélidas as desigualdades

L(f,P)+L(g,P) <L(f+g,P) e Uf+gP)<U(f,P)+U(gP).

(c) A funcdo c¢f + g é integravel e

/72(Cf+g /f dx+/Rg()d.

(d) A fungdo x — [f(x)| é integravel e
~ [ e
R

’ /R F(x)dx
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Exemplos

(a) Consideref(x) = c.
(b) Considere f : [0, 1] x [0, 1] — R dada por

[0, 5excQ
f(xvy)_{ 1’ sexgé@
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N
Medida nula
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N
Medida nula

Definition

Dizemos que um conjunto A C R” possui medida nula quando, para cada
e > 0, existe uma cobertura enumeravel

X1,X2,...,

de retangulos fechados tais que
oo
Z vol(X;) < e.
i=1

@ Medida nula segundo Lebesgue;
@ Podemos trocar fechados por abertos na definicao;

@ Podemos trocar por cubos (abertos ou fechados);

@ Se A possui medida nula e B C A, entdo B tem medida nula;
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Theorem

Uma unido enumerdvel de conjuntos de medida nula é um conjunto de
medida nula.
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Theorem

Uma unido enumerdvel de conjuntos de medida nula é um conjunto de
medida nula.

Proof.

Considere uma familia {Xj }ren de conjuntos de medida nula e defina

oo
X = U X;.
k=1

Dado € > 0 existe uma cole¢@o {B;  }icn, para cada k € N satisfazendo:
® med(B;x) = O paracada i,k € N;
® X; C |JBy,, paracadak € N;
o Y% vol(By,;) < €/2%, para cada k € N;
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Corollary J

Todo conjunto enumerdvel tem medida nula.
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Corollary
Todo conjunto enumerdvel tem medida nula. J
Theorem
Sef: X C R" — R" ¢ Lipschitziana e med(X) = 0, entdo med(f (X)) = 0. J
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Corollary

Todo conjunto enumerdvel tem medida nula.

Theorem
Sef : X C R" — R" é Lipschitziana e med(X) = 0, entdo med(f(X)) = 0.

Proof.
Considere em R” a norma do maximo e ¢ > 0 satisfazendo

IFG) =f W < el =y, Va3 € X.

v
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Corollary

Todo conjunto enumerdvel tem medida nula.

Theorem
Sef: X C R" — R" ¢ Lipschitziana e med(X) = 0, entdo med(f (X)) = 0.

Proof.
Considere em R” a norma do maximo e ¢ > 0 satisfazendo

IFG) =f W < el =y, Va3 € X.

Dado € > 0, considere uma colec@o de cubos {Cy }xen tal que
@ Cada aresta mede ay;
o X C U2, Cu
° > 2 vol(Cy) =Y 02, dl <e/c".
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@ Sex,y € XN Cy, entdo ||f(x) —f(y)| < cax;
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@ Sex,y € XN Cy, entdo ||f(x) —f(y)| < cax;

e Cada coordenada de f(x) — f(y) pertence a um intervelo J; de
comprimento cay;
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@ Sex,y € XN Cy, entdo ||f(x) —f(y)| < cax;

e Cada coordenada de f(x) — f(y) pertence a um intervelo J; de
comprimento cay;

n
fxnc) c]s=c;
i=1

(UFPR) 2017 - Curitiba 9715



@ Sex,y € XN Cy, entdo ||f(x) —f(y)| < cax;

e Cada coordenada de f(x) — f(y) pertence a um intervelo J; de
comprimento cay;

n
fxnc) c]s=c;
i=1
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@ Sex,y € XN Cy, entdo ||f(x) —f(y)| < cax;

e Cada coordenada de f(x) — f(y) pertence a um intervelo J; de
comprimento cay;

°
n
fxnc) c]s=c;
i=1
°
vol(C,) = c"a};
°

fx)=JrxncyclJas
k=1 k=1
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-
Aplicacoes

@ Sef:UCR"— R"édeclasse C ! num aberto convexo, com derivada limitada
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-
Aplicacoes

@ Sef:UCR"— R"édeclasse C ! num aberto convexo, com derivada limitada

Theorem (Lindelof) }

Toda cobertura aberta X C |J,cp Ax possui subcobertura enumerdvel X C | en A

(UFPR) 2017 - Curitiba 10/15



-
Aplicacoes

@ Sef:UCR"— R"édeclasse C ! num aberto convexo, com derivada limitada

Theorem (Lindelof)

Toda cobertura aberta X C |J,cp Ax possui subcobertura enumerdvel X C | en A

Theorem

Sejaf : U C R" — R" de classe C' no aberto U. Se X C U tem medida nula, entdo
med(f(X)) = 0.
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-
Aplicacoes

@ Sef:UCR"— R"édeclasse C ! num aberto convexo, com derivada limitada

Theorem (Lindelof)

Toda cobertura aberta X C |J,cp Ax possui subcobertura enumerdvel X C | en A

Theorem

Sejaf : U C R" — R" de classe C' no aberto U. Se X C U tem medida nula, entdo
med(f(X)) = 0.

Corollary
Sejaf : U C R™ — R" de classe C' no aberto U. Se m < n, entdo med(f(U)) = 0.
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Oscilacao

Definition

Sejam f : A C R" — R uma funcédo limitada, um pontoa € Ae § > 0.
Defini-se os valores

M(a,f,0) = sup{f(x); x€ Ae [x—al <4}
m(a,f,d) =inf{f(x); x € Ae |[x—al < J}.

A oscilag@o de f no ponto a € o nimero

o(f,a)

m[M(a,f,d) —m(a,f,0)]

=l
6—0
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Oscilacao

Definition
Sejam f : A C R" — R uma funcédo limitada, um pontoa € Ae § > 0.
Defini-se os valores
M(a.f,6) =sup{f(x); x€ Ae |x—al <&}
m(a,f,d) =inf{f(x); x € Ae |[x—al < J}.

A oscilag@o de f no ponto a € o nimero

0(f7 a) m[M(aaf> 5) - m(aafv 5)]

=l
6—0

Theorem

Tem-se que f é continua em a se, e somente se, o(f,a) =0

(UFPR) 2017 - Curitiba
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Theorem (Teorema de Lebesgue)
Uma fungdo limitada f : R C R" — R € integrdvel (no retdngulo R) se, e
somente se, o conjunto de descontinuidades de f tem medida nula.
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Theorem (Teorema de Lebesgue)
Uma fungdo limitada f : R C R" — R € integrdvel (no retdngulo R) se, e
somente se, o conjunto de descontinuidades de f tem medida nula.

Proof.
Denote por Dy o conjunto de descontinuidades de f. Mostremos que se
med(Dy) = 0, entdo f ¢ integravel.
e dado € > 0, considere {C} }ren uma familia de retingulos abertos tais
que
° Df C U C//(,
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Theorem (Teorema de Lebesgue)
Uma fungdo limitada f : R C R" — R € integrdvel (no retdngulo R) se, e
somente se, o conjunto de descontinuidades de f tem medida nula.

Proof.
Denote por Dy o conjunto de descontinuidades de f. Mostremos que se
med(Dy) = 0, entdo f ¢ integravel.
e dado € > 0, considere {C} }ren uma familia de retingulos abertos tais
que

° Df C U C//(,
o Y 2, vol(Cy) < €/K, em que

K=M - N = sup{f(x)} — inf {f(x)}:
XER xe
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e para cada x € R\ Dy, considere um bloco aberto Cy/, contento x de modo
que

o(f,x) < ﬁ(m, oscilagdo no fecho de CV;
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e para cada x € R\ Dy, considere um bloco aberto Cy/, contento x de modo

que
€

o(f,x) < 2ol(R)’ oscilagdo no fecho de CV;

@ note que

Rc{Uc,;}u U cres

k=1 X¢Df
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e para cada x € R\ Dy, considere um bloco aberto Cy/, contento x de modo

que
o(f,x) < ﬁ(m, oscilagdo no fecho de CV;

@ note que
oo
Rc{Uq}u U cres
k=1 X¢Df
@ temos entdo

r s
RC{UC&U Uc s

k=1 j=1
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e para cada x € R\ Dy, considere um bloco aberto Cy/, contento x de modo
que
o(f,x) < ﬁ(m, oscilagdo no fecho de CV;
@ note que
[e.e]
R C {Uc,;}u U cres
k=1 x¢Ds
@ temos entdo
r N
R C {Uc,g}u Uc s
k=1 j=1

@ considere uma particdo P de modo que seus subretangulos estejam
contidos em C; ouem C};
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e sejam S’ os subretingulos contidos em C;, e S” os subretangulos contidos
em CJ’-’ ;
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e sejam S’ os subretingulos contidos em C;, e S” os subretangulos contidos
em CJ’-’ ;

@ temos
€

/ g K 7" < —
s € ws 2vol(R)

vol(S') < % e vol(S") < vol(R);
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e sejam S’ os subretingulos contidos em C;, e S” os subretangulos contidos

em CJ’-’;
@ temos .
’ g K 7 < 77
s € ws 2vol(R)
vol(S') < £ e vol(S") < vol(R);
2K
@ assim

Z wsvol(S) < €
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Para provar a reciproca, suponha que f € integrivel.
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Para provar a reciproca, suponha que f € integrivel.

@ para cada k € N considere o conjunto

Dy ={x € R; w(f,x) = 1/k};
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Para provar a reciproca, suponha que f € integrivel.

@ para cada k € N considere o conjunto
Dy ={x e R; w(f,x) = 1/k};

@ assim, obtemos

o0
Dy = Di;
k=1
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Para provar a reciproca, suponha que f € integrivel.

@ para cada k € N considere o conjunto
Dy ={x e R; w(f,x) = 1/k};

@ assim, obtemos

o0
Dy = Di;
k=1

@ dado € > 0, considere P uma parti¢do tal que

Zws -vol(S) < €/k;

Sep
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