-
Aula de hoje

Theorem (Mudanga de varidveis)

Sejam h : U C R" — V C R" um difeomorfismo de classe C', X C U um
compacto J-mensurdvel e f : h(X) — R uma fung¢do integrdvel. Nestas
condicoes, a composta f o h : X — R ¢ integrdvel e vale

/ fy)dy = /f(h(x)) - | det A (x)|dx.
h(X) X
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@ Fungdes integraveis em retangulos:
[ s = sup{Lir,P)} = int{U(r.P)).
R

sendo ms(f) = inf{f(x), x € S} e Ms(f) = sup{f(x), x € S}.

@ A C R" possui medida nula quando, para cada € > 0, existe uma cobertura enumeravel
X C Ujen X de retangulos fechados tais que > 7% vol(X;) < e.

@ Um conjunto limitado X C R" é dito J-mensurdvel se a fun¢do £y : R — R ¢ integravel.
@ O volume de X ¢ o nimero vol(X) = [, &x(x)dx.

3

@ Se X C R" € um conjunto J-mesurdvel e f : X — R uma fung¢@o limitada. Dizemos que f
¢ integravel se a funcdo f € integrdvel em R. Neste caso escrevemos

/X flx)dx = /R Flos,

sendo f(x) = 0,sex € R — X e f(x) = f(x), se x € X.
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Theorem

Um conjunto limitado X C R" é J-mensurdvel se, e somente se, O(X) tem
medida nula.

Theorem

Uma funcdo limitada f : X — R é integrdvel no conjunto J-mensurdvel X se,
e somente se, seu conjunto descontinuidades Dy tem medida nula.
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Theorem

Sejam T : R" — R" linear e invertivel, X C R" J-mensurdvel e f : T(X) — R integrdvel.
Nestas condigoes, vale

FO)dy = / F(T()) - | det T|dsx.
7(X) X

Theorem

Toda transformagdo linear invertivel T : R" — R" se exprime como o produto de
transformagaes lineares dos seguintes tipos:

TI T(x) =T(x1,...,x%:) = (p(x),x2,...,%n), sendo
o) = ;.
=1

T2 para cadax = (X1,...,Xiy...,Xj,...,Xn), vale

T(x) = (X1yeeeyXjy oy XiyennyXn)

(UFPR) 2017 - Curitiba

4/8



Difeomorfismos admissiveis

Definition

Um difeomorfismo 4 : U — V, de classe C!, é dito admissivel se o teorema
da mudanca de varidveis se aplica a 4. O conjunto de tais difeomorfismos é
denotado por D.

Theorem (Exercicio)

Seja h : U — V um difeomorfismo de classe C'. Para cada x € U, existe um
aberto W, satisfazendo:

QxceW, CU;
@ a restrigdo h|w, — h(Wy) pertence a D.
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-
Numero de Lebesgue

Definition

Sejam X C R” um conjunto e {C) } \¢, uma cobertura qualquer. Diz-se que
0 > 0 é um nimero de Lebesgue desta cobertura se Y C X e diam(Y) < 9,
entdo Y C Cy, paraalgum A € L.

Theorem

Toda cobertura aberta de um compacto possui niimero de Lebesgue.
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Theorem

Sejam X, Y C R" dois conjuntos J-mensurdveis. Uma funcdof : XUY — R é
integrdvel se, e somente se, as restri¢oes f|x e f|y sdo integrdveis. Neste caso,
vale

XUYf(x)dx:/Xf(x)dx—}-/yf(x)dx— Xﬁyf(x)dx.

Além disso, se int(X N'Y) = (), entd@o

[ s = /X F)dx + /Y F)dx.
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Theorem (Mudanga de varidveis)

Sejam h : U C R" — V C R" um difeomorfismo de classe C', X C U um
compacto J-mensurdvel e f : h(X) — R uma funcdo integrdvel. Nestas
condicoes, a compostaf o h : X — R é integrdvel e vale

f)dy = /f(h(x)) - | det i’ (x)|dx.
h(X) X

(UFPR) 2017 - Curitiba

8/8



