Anilise em R"
Professor:

Fernando de Avila Silva
Departamento de Matemaética - UFPR

LISTA 5: Integracdo

Exercicio 1 Sejam A C R™ um retdngulo (ou J-mensurdvel). Mostre que se f : A — R € continua,
entao f € integrdvel. (Tente fazer pela defini¢do.)

Exercicio 2 Sejam f,g: A CR"™ = R fung¢des integraveis sobre retangulo A.

1. Mostre que cf + g € integrdvel e vale

J et +a@is=c [ s+ [ g
sendo c € R.

2. Se f(x) 20, para cada X € A, entao

/Af(x)dx > 0.

Em particular, se f(z) < g(x), para cada X € A, entdo

/A f(@)dz < /A g(a)da.

3. A funcao x — |f(x)| € integrdvel e vale

/Af(:z)dx
/Af(w)dx

4. Se f € continua, entdo exite c € A tal que

< /A £ (@) da.

Em particular,

< M -vol(A).

/ f(x)dx = f(c) - vol(A).
A

Exercicio 3 Suponha que X C R™ tem medida nula e f : X — R localmente Lipschitziana. Mostre
que f(X) tem medida nula.

Exercicio 4 Suponha f : U — R™ um difeomorfismo de classe C' sobre o aberto U C R™. Mostre que
se X C U tem medida nula, entao f(X) tem medida nula.

Exercicio 5 Mostre que na definicdo de conjunto J-mensurdvel, digamos X, tem-se independéncia da
escolha do retingulo que contém X. Em particular, vol(X) estd bem definido.



Exercicio 6 Sejam X,Y C R" dois conjuntos limitados. Mostre que
1 &xuy =&x + &y — Exny;
2. Exny = &€x - &y

Exercicio 7 Sejam A C B retangulos em R™. Se f : B — R ¢ integrdvel, entio a restrigio f|a €
integrdvel em A.

Exercicio 8 Considere f : A C R™ — R"™ integravel no retangulo A. Mostre que o grifico de f é um
subconjunto de R"! de medida nula.

Exercicio 9 Mostre que se X é J-mensurdvel e int(X) = 0, entao vol(X) = 0.

Exercicio 10 Sejam X,Y C R" dois conjuntos J-mensurdveis. Mostre que uma fungdo f : XUY — R
¢ integravel se, e somente se, as restrigoes f|x e f|y sao integrdveis. Neste caso, vale

/XUY f(x)dm:/Xf(x)der/Yf(x)dx—/)mY F(x)dz.

Além disso, se int(X NY) =0, entdo

/XUY f<$)d$:/)(f(iﬁ)dx—|—/yf(x)d$.

Exercicio 11 Repita o ezercicio (2) no caso em que A € um conjunto J-mensurdvel. (No item (}) é
preciso supor A conezo.)

Exercicio 12 Seja f : X — R integrdvel no conjunto J-mensurdvel X. Se' Y C X € J-mensurdvel e

X/Y tem interior vazio, entdo
/ fz)de = / f(z)dz.
X Y

/Xf(x)dx:/Uf(x)dx.

Exercicio 13 Seja X C R™ um conjunto J-mensurdvel. Se T : R"™ — R" ¢ linear e invertivel, entao

vol(T'(X)) = | det(T)| - vol(X).

Em particular, se U = int(X), entdo

Exercicio 14 Seja f: U — R de classe C' no aberto U C R™. Se f'(a) é inversivel, prove que

ti WD) e )

Exercicio 15 Demonstre o Tereoma de Sard:

Teorema 1 Seja f:U C R® — R™ uma aplicacio de calsse C' sobre o aberto U e
A={x eU; det f'(x) =0}

Nestas condigoes, f(A) tem medida nula. (O conjuto A é o conjuntos dos pontos nos quais f' nao é
um isomorfismo!)

Exercicio 16 Sejam ¢ : [a,b] - R e ¢ : [¢,d] — R duas fungées integriveis. Mostre que a fungao
f(z,y) = o(x)(y) € integrdvel em A = [a,b] X [c,d] e vale

IRCYCTE ( / bso(x)dx) ( / dw<y>dy) .



