Prova 3

Polindmio de Taylor;

Pontos criticos;

Formas quadraticas;

Matriz Hessiana;

Classificag@o de pontos criticos

Fungdes convexas.

©0000O0CO

Multiplicador de Lagrange
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Prova 3

@ Polindmio de Taylor;

@ Pontos criticos;

© Formas quadriticas;

© Matriz Hessiana;

© Classificacdo de pontos criticos
@ Funcdes convexas.

@ Multiplicador de Lagrange
HOIJE (28/05):
@ Polindmio de Taylor;

@ Pontos criticos;
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Polin6mio de Taylor de ordem 1

Theorem

Sejaf : U C R? = R uma funcdo de classe C? no aberto U. Fixado a € U

considere h = (hy,hy) € R? tal que a + h € U. Neste caso, tém-se que a
fungdo r(v) defina por

2 oF
fla+h)=fla)+> o (@) hit (k)
i=1 '
satisfaz limy_q m =
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Polin6mio de Taylor de ordem 1

Theorem

Sejaf : U C R? = R uma funcdo de classe C? no aberto U. Fixado a € U

considere h = (hy,hy) € R? tal que a + h € U. Neste caso, tém-se que a
fungdo r(v) defina por

fla+h)=fla)+ Z == (a) - h; + r(h)

r(h)

satisfaz limy_q T =

Polindmio de Taylor de ordem 1

P(h) =f(a) + Z fi(a) - h; (para h proximo de 0)

y
(UFPR)
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Polin6mio de Taylor de ordem 1

Escrevendo a = (x, yo) e definindo (x,y) = (xo + h1,yo + h2) obtemos:
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Polin6mio de Taylor de ordem 1

Escrevendo a = (x, yo) e definindo (x,y) = (xo + h1,yo + h2) obtemos:

0 0]
F6.3) = (20, 50)+ S (50, 30)- (r—30)-+ o (30, 30) - (v 30) + 70, y—30)
X Y
e também

P(x,y) = f(x0,y0) + %(xo,yo) - (x —x0) + gj;(xo,yo) -(y = o)
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Polin6mio de Taylor de ordem 1

Escrevendo a = (x, yo) e definindo (x,y) = (xo + h1,yo + h2) obtemos:

0 0]
F6.3) = (20, 50)+ S (50, 30)- (r—30)-+ o (30, 30) - (v 30) + 70, y—30)
X Y
e também

5] 0
P(x,y) = f(x0,y0) + %(XO,YO) - (x —x0) + aj;(xo,yo) “(y = o0)
Importante:

Estas duas expressdes valem, a priori, para (x,y) numa vizinhanga do ponto
a = (xo,0)
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Exemplo

Considere f(x,y) =In(x +y)ea = (1/2,1/2).
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Exemplo

Considere f(x,y) =In(x +y)ea = (1/2,1/2).

@ Neste caso, temos

1 1
f<2+h1,2 —l—hz) = h +h2+r(h)
r(h) _

Il

@ O Polindmio de Taylor de ordem 1 no ponto a = (1/2,1/2) é entdo

com 1imh_>0

P(h],hz) =h + hp.
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Polin6émio de Taylor de ordem 2

Theorem

Sejaf : U C R? — R uma fungdo de classe C* no aberto U. Fixado a € U considere
h = (hy,hy) € R? tal que a+ h € U. Neste caso, tém-se que a fungdo r(h) defina por

fla+h) = +Z 2 azf - hihj + r(h)
— ax, 2 8 ,ij

satisfaz lim,_, m =

vii®
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Polin6mio de Taylor de ordem 2

Theorem

Sejaf : U C R? — R uma fungdo de classe C* no aberto U. Fixado a € U considere
h = (hy,hy) € R? tal que a+ h € U. Neste caso, tém-se que a fungdo r(h) defina por

fla+h) = +Z 2 62f - hihj + r(h)
Bx, 2 8 ,8xj

) _
vii®

satisfaz lim,_,

Polindmio de Taylor de ordem 2

: f L1 2
Z] Ox; 2 : 8x18xj (a) (para préximo de 0)

Jri=1

v
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Polin6émio de Taylor de ordem 2

Escrevendo a = (xq, yo) e definindo (x,y) = (xo + hy, yo + /) obtemos:

(UFPR) 2017 - Curitiba 6/10



Polin6émio de Taylor de ordem 2

Escrevendo a = (xq, yo) e definindo (x,y) = (xo + hy, yo + /) obtemos:

af of
fx,y) = f(x0,0) + (Xoy‘o) (x —x) + *(Xoy)o) O —yo)+

1 2 2 2

2 000 - (5 = 200 2 (50,30) - (5 = 305 = 0) +
L 30) - (x — )0 —
2 | a2 050 X = X0 xdy X0, Y0 X =X)Ly — Yo ay B

(0,30 - (v = 30)°
+r(x —x0,y — yo)

e também

of 0,
P(ry) = Fom0) + 2 Gn) - (= 30) + i(xo,yo) =0+

8% , 0 *f *f
3 (¥o ¥0) - (x — x0)” + o5y (x0,0) - (x = x0)(y — o) + (XOvYO) G —)*
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Polin6mio de Taylor de ordem 2

Escrevendo a = (xq, yo) e definindo (x,y) = (xo + hy, yo + /) obtemos:

af of
f(x,y) = f(xo0,¥0) + (Xodo) (x —x) + *(Xoy)o) O —yo)+

% 2
(x0,50) - (x = x0) (¥ = y0) + = (0,30) - (v = 0)
Oy

O - m s 2 2
2 | ox2 10,70) = L0 Ox0y
+r(x —x0,y — yo)

e também

of of
P(x,y) = f(x0,0) + *(Xoa.vo) C(x —x) + *(xo,yo) (v =)+

1 [o% *f *f
+ = (xo ¥0) + (x = %)% +2=——(x0,70) - (+ — %) (¥ — 30) ton (Xo )+ (v = y0)?
2 Oxdy
Importante:
Estas duas expressdes valem, a priori, para (x, y) numa vizinhanga do ponto a = (xp, y9) J
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Exemplo

Considere f(x,y) = xsen(y) e a = (0,0).

(UFPR) 2017 - Curitiba 7710



Exemplo

Considere f(x,y) = xsen(y) e a = (0,0).

@ Neste caso, temos
flxy) = —xy +r(x,y).

@ O Polindmio de Taylor de ordem 1 no ponto a = (0, 0) € entdo

P(x,y) = —xy
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Generalizagdo

Considerando uma funcio de classe C* e as notacdes
of
df(a) -v = Z ax
g
8x,8xj o

PR
3 3 >rf vy
d’f(a) v %; B0y Qoo
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Generalizagdo

Considerando uma funcio de classe C* e as notacdes

0
@ v =3 5

Z o>f
Ox;0x; F g

PR
3 3 >rf vy
d’f(a) v %; B0y Qoo

podemos escrever

flatv) ~ (@) = df(a) - v+ 3(@) VP + d (@) v 4 (),

sendo
r(v)

v—0 ||V”3
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Pontos criticos

Considere uma fungiof : U C RZ - Rea € U.
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Pontos criticos

Considere uma fungiof : U C RZ - Rea € U.

(a) Dizemos que a é um ponto de minimo local de f se existe § > 0
tal que
xeUNB(a,0) — f(a) < f(x).

(UFPR) 2017 - Curitiba 9/10
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tal que
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(b) Dizemos que a ¢ um ponto de maximo local de f se existe
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Pontos criticos

Considere uma fungiof : U C RZ - Rea € U.

(a) Dizemos que a é um ponto de minimo local de f se existe § > 0
tal que
xeUNB(a,0) — f(a) < f(x).

(b) Dizemos que a ¢ um ponto de maximo local de f se existe
0 > 0 tal que

xeUNB(a,0) — f(x) <f(a).
(c) Sef é diferencidvel, entdo a é dito um ponto critico de f se

Vf(a) = 0.
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Theorem

Se f ¢ diferencidvel e a € U é um ponto de minimo (ou mdximo), entdo a é um
ponto critico.
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Theorem

Se f ¢ diferencidvel e a € U é um ponto de minimo (ou mdximo), entdo a é um
ponto critico.

v

Example

Considere as funcdes f, g, h : R> — R dadas por

fOry) =2 +57, glx,y) = —x* —y* e h(x,y) = x* —y?
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