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LISTA 5

1 Sequéncias em espacos métricos

Exercicio 1 Sejam M um espago métrico e A C M. Mostre que p € A se, e somenete se, existe uma
sequéncia de termos em A convergindo para p;

Exercicio 2 Sejam M um espagco métrico e A C M. Mostre que se A possui ponto de acumulagio,
entdo A deve ser um conjunto infinito;

Exercicio 3 Sejam M um espago métrico, {pn}neN, {qn}nen duas sequéncia de Cauchy e defina a
sequéncia real © = {xp tnen dada por

Tn = d(pm Qn>'
Mostre que {xy}nen € uma sequéncia de Cauchy em R;
Exercicio 4 Considere M um espago métrico e {xy}nen uma sequéncia de Cauchy. Mostre que se
uma subsequéncia {xn; }jen coverge para p, entdo {Tyfnen também converge para p;
Exercicio 5 Considere o espaco R* com a métrica
1/2

k

d(z,y) = |lz =yl = | D=/ =o))*| |

Jj=1

sendo x = (z',...,2%) ey = (y,...,9F). Os termos de uma sequéncia {z,}nen em RF podem ser

denotados da sequinte forma:
1,2 k k
Tp = (y, 2, ..., 2, ) € RY.

Mostre que uma sequéncia {T,}nen converge para p = (p',...,pF) se, e somente se, a sequéncia
{2z} }nen converge para p?, para cada j € {1,2,... k};

Ezxercicio 6 Considere em C a métrica usual d(z,w) = |z—w|. Dada uma squéncia {xy}nen, podemos
escrever
Ty = an + iby, n €N,

com {an},{bn} C R. Mostre que x, — p = a + ib se, e somente se

anp —a e by, —p;

2 Sequéncias em R

Exercicio 7 Prove as sequintes igualdades (nao precisa ser utilizando a defini¢ao de limite):



2n+1_ 2n—|—1_ 2n+1

2 li
n+5 ’ (c) e

(a) lim 2; (b) lim

Exercicio 8 Calcule lim(z,,), sendo {x,}nen definda sa sequinte forma:

. 1 1 1
T = ro = —— T3 =73 " oo, Ip =
) ) 1 ) )
1+1 N
1+1 I+ ————

T

Exercicio 9 Considere a sequéncia (de Fibonacci) { fn}nen definda sa sequinte forma: fi =1, fo =2
e fot1 = fno1+ fn, se n>=2. Calcule im(fp+1/fn);

Exercicio 10 Suponha que x = {xy}nen € uma sequéncia de nmimeros reais. Prove que se x é conver-
gente, entio a sequéncia {|x,|}nen também o é. O contrdrio é verdadeiro?

Exercicio 11 Sejam {z,}nen € {Yntnen sequéncias de nimeros reais. Mostre que:
(a) se xn, — a e xy =0, para todo n € N, entio a > 0;
(b) se {xn}nen € {Un}tnen sdo convergentes, com x, < yn, para todo n € N, entdo

lim(z,) < lim(y,);

(c) se existe outra sequéncia {zpnen satisfazendo
lim(zy,) =lim(z,) =a e z, < yp < 2p,
entao lim(y,) = a;

sin(n)

(d) lim = 0;

Exercicio 12 Repita os exercicios (1), (2) e (4) considerando M = R;

n

Exercicio 13 Mostre que para cada a € R existe uma sequéncia {x,}nen de termos racionais conver-
gindo para a;

Exercicio 14 Sejam x = {xn}nen € Y = {yn}nen duas sequéncias de Cauchy de nimeros reais. Defina
a sequinte relacao:
rx~y < lim (|z, —y,|) =0.
n—oo

Mostre que:
(a) ©~z, (b) x~y =y~ux, (c) x~yeym~z=xnr~ 2,
sendo z = {zn }nen uma sequéncia de Cauchy;
Exercicio 15 Sejam {x,}nen € {Yntnen sequéncias (limitadas) de nimeros reais, com
limsup(z,) = A, liminf(z,) = a, limsup(y,) = B, e liminf(y,) =10
Mostre que:
(a) limsup(z, +yn) < A+ B e liminf(z, +y,) > a+b;
(b) limsup(—z,) = —a e liminf(—y,) = —A;

(c) imsup(z,, -yp) < A-B e liminf(x, -y,) > a-b;



