An&lise Funcional
Professor:

Fernando de Avila Silva
Departamento de Matemética - UFPR

LISTA 1: Espagos com produto interno

Exercicio 1 Um semi-produto interno num espago vetorial V € uma funcio f:V xV — K tal que

(7’.) f(u + v,w) = f(uvw) + f(v,w); (iii} f(u7 w) = f(vvu)z'
(Z.'Z) f()‘uv w) = /\f(u,v); (1)) f(U, u) 2 0;
(a) Mostre que N ={x € V; f(x,z) =0} é um subespago vetorial;

(b) Mostre que
p([z], ly]) = f(z,9), @ € 2], y € [y,

define um produto interno no quociente V/N;

Exercicio 2 Considere {xn}tnen uma sequéncia num espago de Hilbert H tal que 3 oy [|znl| < oo.
Mostre que 3 ;e Tn € H.

Exercicio 3 Sejam V' um C espago com produto interno e {x,}nen € {yn}nen duas sequéncias em V.
Mostre que a sequéncia {< Ty, Yn >}tnen € convergente em C. (o mesmo vale para K =R)

Exercicio 4 Mostre que se para todo z num esago com produto iterno tem-se < x,z >=< Y,z >,
entao x = y.

Exercicio 5 Mostre que ||z|| = max, = | < z,y > |.

Exercicio 6 Sejam N e H um espaco normado qualquer e um espaco de Hilbert, respectivamente.
Mostre que se eriste uma transformacao linear T : N — H isométrica e sobrejetiva, entao N é um
espaco de Hilbert.

Exercicio 7 Verifique que a desigualdade de CBS continua vdlida se a condi¢do < x,x >= 0=z =0,
na definicdo de produto interno, for retirada.

Exercicio 8 Mostre que, num espaco com produto interno, a condicdo ||x|| = |ly|| implica que os
vetores * +y e x — Yy sao ortogonais.

Exercicio 9 Sejam x1,z9, x5 vetores num espaco com produto interno. Mostre que esses vetores for-
mam um conjunto l.i. se, e somente se, o determinante da matriz [< x;,x; >] € ndo nulo.

Exercicio 10 Seja S : H — H uma fun¢ao sobrejetiva que satisfaz < S(x), S(y) >=< x,y >, Va,y €
H.

(a) Mostre que S € invertivel.

(b) Mostre que < S~ (z), S (y) >=< x,y >.



(c) Mostre que < S(x),y >=<z,S (y) >.
(d) Conclua que S € linear.
Exercicio 11 Considere {£;}jen C H uma sequéncia ortogonal, isto €, § L &, Vj # k.
(a) Mostre a relagdo de Pitdgoras:
2
n n
dGI =D 1g1%, vneN.
j=1 j=1

(b) Seja & =332, a;€; (convergéncia na norma), mostre que
o0
I =D lag P11
j=1

Exercicio 12 Considere dois espagos (Hy,< -,- >1) (Ho,< -,- >2) e defina
< (z1,91), (¥2,Y2) >HyxH,=< 71,02 >1 + < Y1, Y2 >2

(a) Mostre que < -, >p,xm, define um produto interno em Hy X Hs.

(b) Mostre que se Hy e Hy sdo espagos de Hilbert, entao (Hy x Ho, < -, >, xm,) € Hilbert.
Exercicio 13 Considere a sequinte funcao definida em C x C:

<z,w>1= 2W.

(a) Mostre que < z,w >1 define um produto interno em C. Mais ainda, obtemos a métrica usual.

(b) Para quais condigées obtemos ortogonalidade?
Exercicio 14 Considere T : (V,< -, >) — (V, < -,- >) uma transformagao linear.

(a) Mostre que T é continua sem x € V se, e somente se é continua em x = 0.

(b) Se < Tx,x >=0, para todo x € V entao podemos garantir T = 072 Em caso de resposta negativa,
adicione suponha T continua e faca a mesma pertunga. (Neste caso vai fazer difernecdo a escolha

K=R ouK=C).

Exercicio 15 Considere um vetor y € V e {x,} uma sequéncia em V. Mostre que se x, L y, para
cadan €N, ex, > x €V, entdox L y.

Exercicio 16 Um espago vetorial topoldgico sobre K € {R,C} é um espago topoldgico V' com uma
estrutura de espago vetorial sobre K tal que {0} é um conjunto fechado (na topologia) tal que as
operacoes

Nx)—= Az e (z,y)—~ax+y
sGo continuas como fungoes

KxV—=>Ve e VXV =V

(a) Mostre que todo espago vetorial topoldgico é Hausdorff.

(b) Seja V' um espago vetorial topoldgico sobre C. Mostre que uma aplicagao linear f : C" — V ¢
necessariamente continua.



