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e vertical p = 0 (trago nulo). O primeiro quadrante aberto desse plano
coordenado (p,q > 0) representa o movimento amortecido dos casos A2,
A3 e A4, em que o movimento criticamente amortecido é dado pela me-
tade p > 0 da pardbola ¢ = 1p? (discriminante nulo). O movimento
ndo-amortecido é dado pelo semi-eixo vertical superior p = 0, > 0.
Observe que as selas do caso B3 ocupam todo o semiplano inferior.
Observando o primeiro quadrante p > 0, ¢ > 0, também faz perfeito
sentido afirmar que, dentro da familia (1.9) referente ao sistema mola-
particula, os casos A2 e A4 s80 genéricos — no sentido de que, dados
aleatoriamente a constante de elasticidade e o coeficiente de atrito, a
probabilidade é nula de ndo ocorrer ou o caso A2 ou o caso A4 — e
estruturalmente estdveis — no sentido que pequenas perturbacdes de p e
¢ nao afetam o tipo topoldgico do retrato de fase. Também é visivel que
os casos Al e A3 sdo estruturalmente instdveis e néo séo genéricos. ¢
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Para facilitar a referéncia ao contexto, em alguns exercicios indicamos a
pégina em que sdo comentados pela primeira vez.

@ (/1) Mostre que z(t) = 0 é sempre solucdo de (1.1) e que se s1(t) e s(t) séo
Y solugdes de 2’ = Az, entdo também sq(t) + csy(t) é solugiio de ' = A,
para qualquer ¢ € R. [p. 18]

% (2) Seja A € M(n) e denote por § € F(R,R™) o espago de todas as solugoes
Y da equacio vetorial ' = Az. Defina T' : § — R"™ por T'(z) = z(0) e,
usando a linearidade da equacio e o teorema de existéncia e unicidade,
mostre que T’ é uma transformagéo linear, sobrejetora e injetora, ou seja,

um isomorfismo linear. Conclua que dim S = n. [p. 18]

(3) Sejam A € M(n), vi,v2,..., v, uma base de R™ e s1,2,..., 50 : R = R”
as solucdes de 2’ = Az tais que s;(0) = vy, com 1 < i < n. Mostre que

81,83, ..., Sy 580 linearmente independentes no espaco vetorial F(R,R™) (s) (AT — Ak Q=
das funcdes e que qualquer solugéo de &' = Az é combinacao linear de (b’) dim Nuc((\] — .
81,825+, 5n- [p 26]

Sejam A € M(n) e A

sl (4) Se v € R™ é um autovetor da matriz A € M(n) e z : R — R"™ é uma
/ solucdo de =’/ = Az tal que z(t*) € [v] = {av € R*| a € R} para algum

(a) Vi é um subesp
t* € R, mostre que z(t) € [v] para cada t € R. [p. 27] '
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@ sez: R — R™¢
7 algum t* € R,

invariante pela :

(5) Sejam A = (a,ij),B = (bij) ,C = (c.ij> matrizes reais de tamanhos n x £,
" ¢ xm, en x m, respectivamente. O produto de matrizes é definido por
A- B = C'se, e somente se, c;j = y_, Gikbr; para quaisquer 1 <7 < n
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a0 1.5 Exercicios

el < j < m. Assim definimos o produto de matrizes quadradas e o
produto de uma matriz quadrada com um vetor-coluna utilizados no
texto, onde quase sempre omitimos o ponto que indica o produto. O
produto é associativo e distributivo em relagho & soma de matrizes mas
nio é comutativo. D& um exemplo de matrizes A, B € M(2) tais que
AB# BA. |p. 21}

6) Sejam B = (bi;),C = (ciy) € M(n) el < 45 = n dados e seja
er,... en € R™ a base candnica de R™. Mostre que o produto Be; = B;
¢ a j-ésima coluna. de B e que ¢; C = C,; é ai-ésima linha de C. Mostre
que a j-ésima coluna do produto C' B ¢é dada por (CB)j = 3.sbe;Ce e
que a i-ésima linha de C B é dada por (CB); =3 ,ciebBe. [p. 22]

(7) Mostre que se v = (z1,32) € R? é um autovetor de A = (29) € M(2)
" entdo z; = 0. Em particular, mostre que A nao possui dois autovetores
linearmente independentes e que, portanto, néo ¢ diagonalizével. [p. 28]

(8) Sejam A, B,Q € M(n) tais que AQ = QB, com @ invertivel, v € R™ ¢
) € R dados. Mostre que [p. 27}
(a) v é autovetor de B associado ao autovalor A se, e somente se, Qu
¢ autovetor de A associado ao autovalor A;

(b) Se [v] é a reta invariante gerada pelo autovetor v de B entao a
imagem Q [v] de [v] por @ é a reta invariante gerada pelo autovetor
Qu de A4, isto é, Q [v] = [Q];

(¢) mostre que @ Nue(B) = Nuc(4), de modo que os nicleos de ma-
trizes linearmente conjugadas sdo subespacos isomorfos;

(@) (A= A)Q = QM - B);

(e) A é autovalor de A se, e somente se, A é autovalor de B, ou seja,
matrizes linearmente conjugadas tém os mesmos autovalores;

(f) W C R™ é um auto-espago de B se, e somente se, QW é um

auto-espaco de A, ou seja, os auto-espagos de matrizes linearmente
conjugadas sao isomorfos, dois a dois, pela conjugagao.

(9) Sejam A, B,Q € M(n) tais que AQ = Q B, com Q invertivel, e A € R
dados. Mostre que, para qualquer k € N [p. 80]:
(@) (M —A)FQ=qQ -DB)k
(b) dim Nuc((M — 4)¥) = dim Nue((A — B)F).

7 ?(10)1’} Sejam A € M(n) e A € R e denote Vi, = Nuc(Al — A) CR™ Mostre que:

(a) Vi é um subespago de R™; _

(b) se 2 € Vy entdo Az € Vi, ou seja, A(Vy) C Vy;

(/(9’ se z: R — R™ é uma solugdo de z' = Az tal que z(t*) € Vy para
algum t* € R, entdo z(t) € V) para cada t € R, ou seja, V) é
invariante pela acdo da matriz A. [p. 29|




A
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@ (11) O trago tr A de uma matriz A4 = (ai;) € M(n) é a soma dos elementos

de sua diagonal principal: tr A = " ay; € R. Mostre que:

(a) tr(AB) =tr(B A) (Sugestio: ver Exercicio 6.)
(b) se A~ B entdo tr A = tr B.

)

Assim, o trago de uma matriz é um invariante da classe de conjugacao
da matriz, ou seja, matrizes semelhantes tdm mesmo traco, exatamente
como ocorre com determinantes. A propriedade que garante a invarisncia
de determinantes, ¢ det(A B) = det A det B, um pouco mais diffcil de

mostrar do que (a). [p. 31]

Encontre a solugéo z(¢) = (21(¢), 2(t)) da equacio diferencial linear em

R? com as condigdes iniciais dadas.

(a) ) =~z @ =@+ 2x9; 21(0) =0, 25(0) = 3.
(b) :r’] =2z +xy, sy =21 +x9; (1) =1, 2(1) =L
() o' = Az, 2(0) = (3,0), onde A = ((1) _32>

Ao

"Seja A= <_M/:° _/\0> € M(2) e escreva

Ho
oo’

0o = Ag + fbo, )\zﬁ—g e U=
Mostre que [p. 127]:
(a) o polinémio caracterfstico da matriz A é pa(€) = €2 + 0, &;
(b) 0e —o, sBo os autovalores de A;
(¢) (A, u) é um autovetor de A associado ao autovalor 0 e que
d)

(1,~1) é um autovetor de A associado ao autovalor —o,.

P

~1
Al 1 1
Observe que (M _1) = <M _/\> e conclua que

A:)\1<00 1 1

s =1J\0 —oo/ \p —A

(1_’4«)’/Encontre uma matriz A-de tamanho 2 x 2 tal que

z(t) = (e — et e 4+ 2¢7F)

seja uma solucdo da equagio 2’ = Az.

(15) Suponha que A € M(n) tem um autovalor real A < 0. Mostre que a
equacio z' = Az tem pelo menos uma solugdo =z(t) nédo-trivial tal que

Iimt—}+oo Q'J(t) =0e&R"
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\t

16) Seja A € M(n) uma matriz
pha condigdes sobre os autov
da equagio diferencial o = Ax
iMoo |2()] = 0 o (b) lim¢—too |z(t)] = oo.

) Mostre que todas as solugdes z(t) de z' = Az tendem a 0 € R™ quando
t — -Foo, NO caso em que A€ M(n) é uma natriz diagonal e todas as
entradas na diagonal de A s&o negativas. Mostre que o mesmo vale se A

6 diagonalizével e todos os autovalores de A 50 negativos.

com 7 autovalores reals distintos. Obte-
alores de A para que cada solucio x(t)
satisfaga uma das duas condigoes: (a)

. 0o 1
Qfg) Caleule os autovetores e autovalores da matriz A = (_ 4 O> e obtenha

o geral do sistema x = Az

o

a solucs

{Sejam A € M(n) uma matriz qualquer e ¢ € R tal que ¢ # 0. Mostre que
e, e somente se, cA é um autovalor

X 6 um autovalor generalizado de As
generalizado de cA. Ip. 95|

O)/Dizemos que uma solugéo (1) de o = Az 6 periddica se existir T > 0
tal que «(T) = =(0), mas z(t) # =(0) para 0 <t < T nesse caso, T' €
denominado o periodo da solucéo.

Seja A € M(2) e suponha que 2’ = A 2 tem uma solucdo periédica
de perfodo T > 0. Mostre que A nao tem autovalores reais e que toda
solucio de o/ = Ax éf@"ﬂial ou periédica com o mesmo perfodo T.

Seja A € M(2). Para cada 2, € R?, defina a drbita de 2/ = A=z por z,
como a curva parametrizada

O(xs) = {(z1(8), 22() |t € R}

do plano definida pela solugao z = (x1,20) : R — R? de o' = Aux,
z(0) = z,. Mostre que duas 6rbitas O(z*) e O(z**) sdo ou iguals ou
disjuntas e conclua que o plano é particionado em érbitas de = Ax.
Acrescidos dos sentidos de percurso de cada érbita, interpretamos essa
particio de plano como o retrato de fase da equagdo z’ = Aw. [p. 47

Considere o campo linear 2/ = Az com A = diag(A1, A2) e a solucao
¢ R — R? dada por a(t) = (21(t), 22(t)) = (kpet koe?t), de condicdo
inicial 2(0) = (ki,k2) € R2. B claro que se ki = 0, z(t) = (0,22(t))
permanece no eixo z, que & a reta invariante do autovetor ey e, por isso,
suponha que ky # 0. Estudando

lim 2L 2L iy era—r)t

iortoo |z (8)] (k| emeo

mostre que [p. 47]:
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(a) se Ay < Ay < 0, asolugéo z(t) é assintoticamente tangente ao eixo
zg quando tende & origem com t — +oo; dizemos que a origem é
um nd estdvel;

(b) se 0 < Ay < X9, a solugdo z(t) é assintoticamente tangente ao eixo
z1 quando tende a origem com ¢t — —oo; dizemos que a origem é
um nd instdvel.

(23) Considere o campo linear o' = Az com A = (} §) easolugiio 2 : R — R?
dada por (t) = (#1(1), 2(t)) = (k1e**, [kt +ko]e??), de condigao inicial
z(0) = (ki, ko) € R%. B claro que se ki = 0, 2(t) = (0, 29(¢)) permanece
no eixo xz,, que é a reta invariante do autovetor e, e, por isso, suponha
que k; # 0. Estudando, como no Exercicio 22 o limite de |z2(¢)|/|z1(¢)]

com ¢ — =£oo, mostre que [p. 51]:

(a) se A < 0, a soluglo z(t) é assintoticamente tangente ao eixo zj
quando tende & origem com t — +o0; dizemos que a origem é um
nd improprio estdvel,

(b) se 0 < A, a solucdo z(t) é assintoticamente tangente ao eixo zg
quando tende & origem com ¢t — —oo; dizemos que a origem é um
nd improprio instavel.

(c) oretrato de fase nesses casos impréprios é o “limite” dos respectivos
retratos de fase dos casos do Exercicio 22 quando Ay — A = A
sem trocar de sinal e os auto-espago associados colapsam num sé
subespaco invariante.

(24) Considere A= (% %) e asolugio z : R — R? da equagio 2/ = Ax dada

por z(t) — (z1(t), z2(t)) — re?(cosb(t — 0), —senb(t — 6)) de condigao
inicial z(0) = (r cosb@,rsenbd) € R%. [p. 52|

(a) Verifique a orientagdo da curva parametrizada percorrida pela so-
lucdo z(¢) usando o valor de A calculado em algum ponto, por
exemplo, e; = (1,0), no qual Ae; = (a,b) é o vetor tangente a
solucdo que passa por (1,0).

(b) Verifique a orientagao das curvas esbocadas nos retratos de fase das
Figuras 1.4 a), 1.4 b) e 1.5.

(¢) Sendo a = 0, mostre que a curva parametrizada definida pela solu-
¢do z(t) é uma circunferéncia de centro na origem e raio 7.

eja A uma matriz 2 x 2 com autovalores reais Ay e Ay e autovetores
/ associados (1,0) e (1,1), respectivamente. Esboce o retrato de fase de
2! = Az nos seguintes casos:

(a>0<)\2<)\1; (b) )\2<0<>\1; (C) /\120, Ay > 0.

Secdo 1.5

(26) Considere a equag

com b, c € R const

(a) Seb2~4(3>1

para toda soh

(b) Trace o grafic

para as trés cc
(27) Counsidere a equacic

2:(™)
Como vimos na Intrc
& equagao vetorial d

(=1

na qual ) =z, 2 -
cre— a1 %y — apzy. Di
de ordem n. Escreva

pa(N)

é o polinémio caracte
da prépria equacio ¢
obtida a partir da eq
na equacao diferencis
x(t) = e 6 uma so
satisfaz a equacdo pu|



