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LISTA 3

Exercicio 1 Considere wma funcao f(z) =Y. ,° ;a,z" definida no disco D(zo,r).
(a) Mostre que se f € uma fun¢do par, entdo a, = 0 para todo n impar (Vale a volta?);

(b) Mostre que se f € uma fung¢ao fmpar, entdo a, = 0 para todo n par (Vale a volta?);

1
(¢c) Se f(z0) # 0, entdo quais devem ser os coeficientes de g(z) = @) (Este item nao depende dos
z

dois anteriores.)

Exercicio 2 Suponha que as séries Y - qan(z—20)" €D oo bn(z—20)" convergem no disco D(z,r).

Mostre que se
o oo
Zan(z —20)" = Z bn(z — 20)",
n=0 n=0

para cada z € D(zo,7), entdo a, = by, para todo n.

Exercicio 3 Considere f e g duas fungoes analiticas em zp, tais que f(zo) = g(z9) = 0.

i (L) = o

Z—20 zZ— 20

a) Utilizando séries, mostre que
(a) , q

(b) Se g'(z0) # 0, mostre que

lim
Z—20

(La) s

9(2)

Exercicio 4 Obtenha as séries de Taylor das fungdes abaizo em zy = 0.

(@) 1) = (1) £(2) = sen(22); (©) 16)= =

Exercicio 5 Dada uwma seqéncia de nimeros reais {ap fnen defina
limsup a, = lim [sup{a,,anii,...,}]
n—oo

(a) Verifique que limsup é o maior dos pontos aderentes de uma sequéncia;

(b) Mostre se {an}nen converge para x, entao limsup a, = x.



Exercicio 6 Considere uma série de poténcias

S(z) = Zan(z —20)", 20 €C, a, €C.
n=0

Defina
B S
R =< limsup|a,|'/"’
0o, se limsup |a,|'/™ = 0.

se limsup |a,|"/™ # 0,

(a) Mostre que S(z) converge absolutamente em B(zo, R);
(b) Mostre que S(z) ndao converge se |z — zo| > R;
(¢c) Mostre que S(z) converge uniformemente em B(zy, R1), para R1 < R.

(d) O niiemero R é o inico que satisfaz (a) e (b).

Exercicio 7 Suponha que f: C — C € uma fungdo inteira tal que existem M >0, R >0 en > 1 tais
que |f(z)] < M|z|", para todo |z| > R. Mostre que f é wm polinémio de grau n.

Exercicio 8 Suponha que f: R — C é uma func¢ao definida numa regido R C C. Se existe f(k)(z),
VzeR epara cada 1 <k <n e f*%) =0, entio f é um polinémio de grau no mdzimo n — 1.

Exercicio 9 Utilizando a formula integral de Cauchy, demonstre o Teorema de Cayley-Hamilton: se-
jam Apxpn uma matriz com entradas complezas e f(z) = det(zI — A) seu polindmio caracteristico. Nes-

tas condigoes, f(A) = 0. Dica: https: //www. jstor. org/stable/ 23184152 seq=1#metadata_
wnfo_ tab_ contents

Exercicio 10 Considere
o0

f(z) = Zan(z —20)", 20 €C, a, €C.

n=0
com convergéncia uniforme em Blzg, R|. Mostre que
1 27

ity |2 _ 2 p2n
o |, |f(20 + Re™)| dt_nzo\anR :

Exercicio 11 Sejam f e g duas fungées analiticas numa regigo U. Suponha que exista {z,} C U tal
que zp, — a € U. Mostre que se, f(zn) = g(zn), para cada n, entio f(z) = g(z) para cada z € U.

Exercicio 12 Mostre que as sequintes séries convergem uniformemente no disco D(0,1).

(a) (b)

i ncos(3n) ,, i n? — 3cos(n) 9,4
——z —z
10n2 +7

Exercicio 13 Obtenha o raio de convergéncia das séries:


https://www.jstor.org/stable/2318415?seq=1#metadata_info_tab_contents
https://www.jstor.org/stable/2318415?seq=1#metadata_info_tab_contents

-1 (_1>n+1 2

(@) Sy e (0) Tito o () S, o (= )

n (n!)? -

(b) ZZO:()W(Z_ 1)n; (d) 220:1(1_'_ %)nzn; (f} 2720:1 (2n>‘2 ’

Exercicio 14 Demonstre o sequinte resultado: Sejam f e g duas fungoes analiticas num disco centrado
em zy. Se zy € um zero de ordem n de f e um zero de ordem m de g, entao a funcao h = f/g

(a) tem um zero de ordem n —m em zy se n >m;
(b) tem uma singularidade removivel em zy se n = m;

(c) tem um pdlo de ordem m em zy se m > n.

Exercicio 15 Classifique as singularidades no ponto zy e obtenha os residuos Res(f)|.=z,

(a) f(z

(2) = cotg(2), 20 = km, com k € Z; (e) f(z)=sen(1/z), z = 0;
(b) f(z) = (z—1)"3cos(nz/2), 20 = 1;
(2) =
(2) =

(c) | 2¢=1/2° 0 (f) f(z) = (cos(z) —1)/22, z9 = 0;
¢ z%e , 20 = 0;

(d) f(z

Exercicio 16 Calcule as integrais:

z

(22 +1)73, 20 = —i; (9) f(2) =2z/1—cos(z), zo=0;

(a) f,y 22ei/2dz, y(t) = €, t € ]0,2n]; (c) f,y(l + 2)(1 — sen(z)) " tdz, y(t) = 8, t €
[0, 27];

(b) fﬁ/ 2Psen(z72)dz, y(t) = 1+ 2%, t € [0,2n];  (d) f7 e? [sen(z)dz, ~(t) = 2%, t € [0, 27];
Exercicio 17 Calcule a integral
o7
L CEDICET A
considerando v os circulos:
(a) |z| =3; (b) |z+3i| =3; (c) |z —2i| =1/3; (d) |z—1]=2;
Exercicio 18 Faca o que se pede.
(a) Utilizando séries de Laurent, classifique a singularidade da funcao f(z) = 2261/Z3, z # 0.
(b) Calcule a integral / 22e'*’dz, sendo v a curva |z| = 2018.
g
Exercicio 19 Considere a fungio f: C/{0,1} — C dada por
1
f(z) = m

Utilizando o teorema de residuos, calcule a integral
/f(z)dz, sendo v o circulo |z| = 2.
v

Obs: E obrigatério justificar a ordem dos pélos.



Exercicio 20 Mostre que

(a) (b)

1 > > 4
a-22 " > (n+1)2" |2 < 1. In(l—z)=-Y_ —2", Jo| < 1.
n=0 n=1

Exercicio 21 Obtenha as séries de Laurent nos pontos indicados.

m)ﬂ@=%z—$%n< ),meWZ—% (e) () = com 20 = 1 ¢ 2 =

(D

z+2 (z=1D(z+1i)

(b) f(z) = €=, com z = 0;
622’ _ /2 o
(c) f(z) = m, com zg = 1; (f) f(Z) z3el , com zg = 0;

e _21)2 sen(mz), com zp = 1; (9) f(z) = COSZ(Z)’ com zp = 0;

(d) f(z) =

Exercicio 22 Obtenha as séries de Laurent nos aneis indicados.

1 .
(a) f(z)= a1 om A={z 1<|z—2i| <3}

() f() = ——

m} com A = {Z, 0< ’Z‘ < OO},'

Exercicio 23 Considere a funcio f: C\ {0} — C definida por

F(2) = Psen C)

(a) Obtenha a série de Laurent de f em torno da origem e obtenha os coeficientes a_1 e ag;

(b) Calcule a integral f,yf(z)dz, sendo v um circulo centrado na origem;
(c¢) Calcule a integral f,y sen(1/z)dz, sendo v um circulo centrado na origem;
Exercicio 24 Classifiqgue as singularidades das funcoes abaizo nos pontos indicados:
(a) f(z) =e'% 2 =0; (b) g(z) =1/(z2+1), 2z =i; (c) h(z) =sen(z)/z, z=0;

Exercicio 25 Considere a fungao f: C\ {0,—-3,3} — C definida por

z

f(Z) = 22(2’2 — 9)

(a) Determine a ordem dos pdlos de f;
(b) Calcule os residuos de f em cada um de seus polos;
(c¢) Calcule a integral fvf(z)dz, sendo v o circulo |z| = 1;

Exercicio 26 Sejam a,b nimeros reais com a >0, b >0 e a #b. Mostre que

&0 dx T
‘KWCﬂ+a%w2+W>:aua+w'

4



Exercicio 27 Sejam a,b e ¢ constantes reais satisfazendo b*> — 4ac <0 e a # 0.

(a) Calcule a integral (utilizando o teorema de residuos)

/OO dz
oo @2+ bz + ¢

(Resposta em fungao de a,b e c.)

(b) Como aplicagao, calcule



