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LISTA 8 - Continuidade

1 Limites

Exercicio 1 Suponha f : A — R ec € A. Mostre que lim,_,. f(x) = L se, e somente se, limy_,. | f(x)—
1] =0;

Exercicio 2 Considere uma funcio f : R — R e c € R. Mostre que lim,_,. f(x) = L se, e somente
se, limy_yo f(x 4+ ¢) = L;

Exercicio 3 Considere uma funcdo f : R — R e c € R tais que lim,_,.(f(x))? = L.
(a) Mostre que se L =0, entdo lim,_,. f(z) =0;
(c) Obtenha um exemplo em que L # 0 e ndo erista limy_. f(z);

Exercicio 4 Sejam f,g: A — R e c € A. Suponha que f seja limitada numa vizinhanca de c e que
lim, . g(x) = 0. Mostre que lim,_,. f(x)g(x) = 0;

Exercicio 5 Sejam f,g: A—R ecc A.

(a) Mostre que se existem os limites limy_,. f(z) e limgy—.(f(x) + g(x)), entdo existe lim,_,. g(z);

(¢) O mesmo vale para o produto?

Exercicio 6 Considere as fungdes reais

f@)=z+1 e g(a:):{ 2o ort

(a) Calcule lim,_1 g(f(x)) e compare com g (limz—; f(z));

(¢) Calcule limy,_1 f(g(z)) e compare com f (limy_1 g(x));

2 Funcoes Continuas

Exercicio 7 Suponha que uma funcdo f : R — R satisfaca a seguinte propriedade: Existe um M > 0
tal que

Mostre que f € continua em R;

Exercicio 8 Suponha f: R — R uma fungio continua.

(a) Mostre que f(A) C f(A), para qualquer conjunto A C R;
(b) Se Z(f) denota o conjunto de zeros de f, entao Z(f) é fechado;



(c) Suponha f sobrejetiva e e A é um subconjunto denso de R, mostre entao f(A) é um subconjunto
denso de R. Se g : R — R € outra fungao continua e sobrejetiva. Mostre que se f(a) = g(a) para
todo a € A, entdo f = g;

(d) Suponha que f(r) =0, para todo r € Q. Mostre que f(x) =0, para todo x € R;

Exercicio 9 Considere o intervalo I = [0,1] C R e uma fun¢ao continua f : I — I. Mostre que eziste
c €1 tal que f(c) =c¢;

Exercicio 10 Sejam a < b < ¢ e duas fungoe continuas f : [a,b] - R e g : [b,c] — R, tais que
f(b) = g(b). Mostre que a fungao h : [a,b] — R, dada por

| flz), se x€la,b],
h(z) = { g(x), se xz€lb,|

é continua em [a,b|;

Exercicio 11 FEstude os pontos de continuidade da func¢io

|1, se xeQ,
f(az)—{ 0, se x¢Q

Exercicio 12 FEstude os pontos de continuidade da func¢io

_f oz, se zeQ,
f(x)_{(), se z¢Q

Exercicio 13 Seja E C R. Defina o distdncia entre x € R e E pondo

= 1 f —
pE(T) ylgxlx Y|

(a) Mostre que pg(z) =0 se, e somente se, x € E.
(b) Mostre que pp é uma fungao uniformemente continua.

Exercicio 14 Sejam A e B dois conjuntos fechados e disjuntos em R. Defina f : R — R pondo

(a) Mostre que [ é continua.
(b) Mostre que f(R) = [0,1].
(¢c) Quando f(x) =0 e quando f(x) =17

Exercicio 15 Considere f : R — R uma funcao continua e Z(f) = {p € R; f(p) = 0}. Mosre que
Z(f) ¢ fechado.

Exercicio 16 Considere a fungio f: R\ {0} — R dada por

2 4+x—6

fla) = T

E possivel definir f em x =2 de modo que f seja continua?



Exercicio 17 Mostre que a fungio f(x) = |z|, © € R é continua;

Exercicio 18 Uma func¢io f : R — R ¢ dita aditiva se f(x +y) = f(z) + f(y), para todo z,y € R.
Mostre que se f é continua num ponto a € R, entdo ela é continua em todo R;

Exercicio 19 Considere uma funcio f: R — R que satisfaz a sequinte propriedade
fla+y)=f@) fly), Yo,y eR.
(a) Mostre que se f € continua em x = 0, entdo € continua em R;
(b) Em particular, se f(a) =0, para algum a € R, entdo f(x) =0, para todo x € R;

Exercicio 20 Mostre que se f : R — R ¢é continua, entdo o conjunto {x € R; f(z) < a} € fechado,
seja qual for o nimero o € R;

Exercicio 21 Suponha que uma funcao f : R — R satisfaca a sequinte propriedade: Eziste um M > 0
tal que

(a) Mosre que f é continua;
(b) Mostre que se {xy}tnen € uma sequéncia de Caucly, entao { f(xy)}nen € uma sequéncia de Cauchy;

Exercicio 22 Mostre que f : R — R ¢ continua se, e somente se, f~1(C) é fechado para qualquer
fechado C C R.

3 Desafios
Exercicio 23 Sejam F : R — R™ uma fungdo e p € R.

(a) Obtenha uma definicao para “ F é continua no ponto p”;

(b) Escrevendo F(x) = (fi(x),..., fa(z)), sendo f; : R — R, mostre que F' € continua em p se, e
somente se, cada uma das f; € continua em p;

(¢c) Mostre que uma fungao linear L : R™ — R™ ¢é continua em R™;
Exercicio 24 Seja £ C R um conjunto nao compacto.

(a) Mostre que existe uma fungdo continua definida em E que ndo € limitada.

(b) Eziste uma funcgdao continua e limitada definida em E que nao possui mdzimo.

Exercicio 25 Dado x € Q podemos escrever x = 7, com m,n inteiros e primos entre si. Se x =0,
entdo escolhemos n = 1. Considere a fun¢do f: R — R definida por

0, se x¢Q,

—, se x€Q
n

Mostre que f é continua em cada ponto irracional e descontinua em todo ponto racional.



