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det(A) = ay det(My)) — app det(My) + — -+ & ay4py det(M 44))

Como as matrizes M, sdo todas k X k, pela hipétese de inducio temos que
9 det(A) = a,; det(M)) — a, det(M) + — - + a, 4, det(M], )
A expressio do lado direito do sinal de igualdade em (9) é simplesmente a expanséo em determinantes
menores de det(A”) em relagdo a primeira coluna de A”. Portanto,
det(A”) = det(A) O

Teorema 2.1.3. Se A é uma matriz triangular n X n, entdo o determinante de A é igual ao produto
dos elementos na diagonal de A.

Demonstracdo. Em vista do Teorema 2.1.2, basta provar o teorema para matrizes triangulares inferio-
res. O resultado segue facilmente por indu¢do em 7, usando a expansdo em cofatores. Os detalhes sio
deixados a cargo do leitor (ver Exercicio 8). O

Teorema 2.1.4. Seja A wma matriz n X n.

(i) Se A tem uma linha ou coluna contendo apenas zeros, entéio det(A) = 0.
(i1) Se A tem duas linhas ou duas colunas idénticas, entéo det(A) = 0.

Esses dois resultados podem ser provados facilmente usando-se expansao em cofatores. As demons-
tragdes ficam a cargo do leitor (ver Exercicios 9 e 10).

Na proxima se¢do, vamos examinar o efeito das operacdes elementares sobre o determinante. Isso
vai nos permitir usar o Teorema 2.1.3 para obter um método mais eficiente de calcular o valor de um
determinante.

EXERCICIOS
> ¥, Seja
3 2 4
A=11 =2 3
2 3 2

(a) Encontre os valores de det(M,,), det(M,,) e det(M,s,).
(b) Encontre os valores de A,|, A, € A,,. :
{c) Use as respostas em (a) e (b) para calcular det(A).

v 2. Use determinantes para verificar, para cada uma das matrizes a seguir, se a matriz € ou nfo

invertivel.
35 3 6 3 -6

3. Calcule cada um dos determinantes a seguir.

31 2 4 0
3 5 5 =2
(a) o _Bl (b) ?—8 4~ () |2 4 5 @3 1 2
’ 2 45 5 —1 —4
R I e S P S I IS S
@4 1 =2/ O[T 3 2 (p hy | B
5 1 3 s 1 e 16 2 0 12 2
1 1 -2 3 -3 23 1

4. Diga o valor de cada determinante a seguir diretamente, analisando cada matriz.
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2 0 0
35
(a)24‘ ® 4 1 0
7 3 =2
_— 40 2 1
© 12 1 1 @ > 042
. 2.0 3 4
1023

5. .Calcule o determinante a seguir, escrevendo sua resposta como um polinémio em x.

a—x b c

1 —x 0
0 I —x
6. Encontre todos os valores de A para os quais o determinante a seguir € igual a 0.
2 4
3 3—A
*7. Seja A uma matriz 3 X 3 com a,, = 0 e a,, # 0. Mostre que A ¢ equivalente por linhas a I se e

somente se
— Qp0ydss + Qids31dys + dadydsy — G133 A, # 0

&. Bscreva os detalhes da demonstragao do Teorema 2.1.3.

* 9. Prove que se uma linha ou coluna de uma matriz A n X n tem todos os elementos iguais a zero,
entdo det(4) = 0.

<10. Use indugdo matemética para provar que se A é uma matriz (n + 1) X (n + 1) com duas linhas
idénticas, entdo det(A) = O.

+17. Sejam A e B matrizes 2 X 2.
(a) det(A + B) = det(A) + det(B)?
(b) det(AB) = det(A)det(B)?
(c) det(AB) = det(BA)?
Justifique suas respostas.

‘12. Sejam A e B duas matrizes 2 X 2 € sejam

an  dn by by , 0 o
C= , D= , E =
<b21 b22> <azl azz) <,3 0
(a) Mostre que det(A + B) = det(A) + det(B) + det(C) + det (D).
{b) Mostre que, se B = EA, entfo det(A -+ B) = det(A) + det(B).
*13. Seja A uma matriz simétrica tridiagonal (isto é, A € simétrica e a; = 0'sempre que li—j] > D).

Seja B a matriz obtida retirando-se as duas primeiras linhas e colunas de A. Mostre que

det(A) = a,, det(M;,) — a?, det(B)

|/ PROPRIEDADES DE DETERMINANTES

Vamos considerar, nesta secdo, os efeitos das operagdes elementares sobre o determinante de uma ma-
triz. Uma vez estabelecidos esses efeitos, vamos provar que uma matriz € invertivel se e somente se seu
determinante €'nulo e vamos desenvolver um método para calcular determinantes através de operacdes
elementares. Além disso, vamos obter um resultado importante sobre o determinanie de um produto de
mairizes. Vamos comegar com o seguinte lema:

Lema 2.2.1. Seja A uma matriz n X n. Se A, denota o cofator de agparak =1, ..., n entdo "
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P
Demonstracdo. Se B ¢ singular, pelo Teorema 1.4.3, AB também é singular (ver Exercicio 15 do Cap.
1, Secho 4), e, portanto,

det(AB) = 0 = det(A) det(B)

Se B é invertivel, B pode ser escrita como um produto de matrizes elementares. T4 vimos que o resultado
¢ valido para matrizes elementares. Logo,

det(AB) = det(AE Ei_i -+ ED)
= det(A) det(E,) det(Ep_y) - - det(E)
=det(A)det(E Er_ - - E))
= det(A) det(B) [

Se A ¢ singular, entdo o valor calculado de det{A) usando aritmética exata tem que ser 0. No
entanto, dificilmente vamos chegar a esse resultado se os calculos forem feitos por computador.
Como os computadores usam um sistema numérico finito, erros de aproximagio sdo em geral
inevitdveis. Consegiientemente, € mais provavel que o valor calculado de det(A) esteja apenas
préximo de 0. Devido a erros de aproximagdo, é praticamente impossivel determinar, utilizan-
do um computador, se uma matriz € ou néo exatamente singular. Em aplica¢es envolvendo com-
putadores, muitas vezes faz mais sentido perguntar se uma matriz & “aproximadamente” singu-
lar. Em geral, o valor de det(A) ndo € um bom indicador de quio préxima uma matriz esta de ser

ou nio singular. No Cap. 7 vamos discutir como determinar se uma matriz ¢ aproximadamente
singular ou ndo.

EXERCICIOS
1. Calcule cada um dos determinantes a seguir diretamente, analisando a métriz.
1 1 1 3 0 0 01
0 0 3
0 3 1 1 1 000
0 4
(a)23i ® 9 0o 2 2 ©1o 10 0
-1 -1 -1 2 0 01 0
2. Seja
0 1 2 3
1 1 1 1
A=V 5 2 3 3
1 2 -2 =3
(a) Use o método de reducdo para calcular det(A).
(b) Use o valor de det(A) para calcular
0 1 2 3 0 1 2 3
-2 =2 3 3 n 1 1 1 1
1 2 -2 -3 -1 -1 4 4
1 1 1 1 2 3 -1 =2

'. 3. Para cada uma das matrizes a seguir, calcule o determinante e diga se a matriz é singular ou

invertivel.
3 3 1
(@) (2 ;) (®) (i ) oo
0 2 3

r
(%%
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- 2 11 2 -1 3 ;_};;

@435 © -1 2 -2 0
21 2 14 0 o 12
o 0 7 3

. Escolha todos os valores possiveis de ¢ que tornam a matriz a seguir singular.

1 1 1
1 9 ¢
1 ¢ 3

*5. Sejam A uma matriz n X n e « um escalar. Mostre que

det(wA) = " det(A)

. Seja A uma matriz invertivel. Mostre que

det(A™) = T

. Sejam A e B matrizes 3 X 3 com det(A) = 4 ¢ det(B) = 5. Encontre o valor de:

(a) det(AB) (b) det(34) (c) det(2AB) (d) det(A™'B)

. Sejam E,, E,, E, matrizes elementares de tipos I, II, I1I, respectivamente, e seja A uma martriz 3

% 3 com det(A) = 6. Suponha que E, foi obtida multiplicando-se a segunda linha de / por 3.
Encontre o valor de cada um dos determinantes a seguir.
(a) det(E,A) (b) det(EyA) (c) det(E3A)

(d) det(AE) (&) det(E?)  (f) det(E,E,Es)

. Sejam A'e B matrizes equivalentes por linhas e suponha que B pode ser obtida de A usando-se

apenas as operagdes elementares I e I1I. Qual a relacfio entre os valores de det(A) e det(B)? Se B
puder ser obtida de A usando-se apenas operagdes elementares 111, qual a relacdo entre os valo-
res de det(A) e det(B)? Justifique suas respostas.

Considere a matriz de Vandermonde 3 X 3

2

1 X1 Xl

—— 2
V= 1 X7 Xz
2

Ioxs xj

(a) ‘Mostre que det(V) = (x, — x)(x; — x)(x; — %)
(b) Que condicdes os escalares x,, x, ¢ x; tém que satisfazer para que V seja invertivel?
Suponha que a matriz A 3 X 3 fatora em um produto

1 0 0 Uy U Uz
Ly 1 0 0 uyp uxn

Ly I 1 0 0 us

Determine o valor de det(A). .
Sejam A e B matrizes n X n. Prove que o produto AB € invertivel se ¢ somente se A e B sao
ambas invertiveis.

Sejam A e B matrizes n X n. Prove que, se AB = /, entdo BA = . Qual o significado desse resul-
tado para a defini¢do de uma matriz invertivel?

. Seja A uma matriz invertivel n X n com um cofator ndo-nulo A, e defina

det(A)
C =
Aﬂ/i

Mostre que, se subtrairmos ¢ de a,,, a matriz resultante serd singular.
Sejam x e y elementos de R’ e seja z um vetor em R’ cujas coordenadas sdo definidas por



